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Se recomienda encarecidamente acompanar la asignatura de la lectura del libro “Fun-
ctional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Diferential Equations”, de Haim Brezis,
que puede encontrarse en la bibliografia de la asignatura.
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1. El Espacio Dual

El objetivo de este capitulo es definir el concepto de espacio dual de un espacio
normado, asi como sus principales propiedades, que nos dotan de muchos ejemplos
de espacios de Banach. Para ello, sera necesario primero repasar conceptos basicos
vistos ya en asignaturas anteriores de Analisis Matematico.

1.1. Repaso

Definicién 1.1 (Espacio métrico). Un espacio métrico es una tupla (E,d) donde
E es un conjunto no vacioy d: E x F — R es una aplicacién que verifica:

» Desigualdad triangular. d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2) Vr,y,z € B
» Simetria. d(z,y) = d(y, x) Ve,y e B
» No degeneracién. d(z,y) =0<=z =1y

Definicién 1.2 (Espacio normado). Un espacio normado es una tupla (£, | - ||)
donde E es un espacio vectorial y || - || : £ — R es una aplicacién que verifica:

» Desigualdad triangular. ||z +y|| < ||z| + |ly]|| Vz,yeFE
» Homogeneidad por homotecia. | Az| = ||| z]| VAeR,Vx € E
» No degeneracién. |[z]| =0= 2 =0

A partir de estas propiedades pueden deducirse muchas otras, entre las cuales
destacamos:

Proposicién 1.1. Si (E, || - ||) es un espacio normado, entonces:
- Jloj = 0.
w |jz|| >0 Ve € E.
Demostracion. Veamos cada propiedad:
» Para la primera: ||0|| = ||0 - v|| = 0O|jv]| = 0.
= Para la segunda, basta observar que si x € E, entonces:

0 =0 = flz + (=2)|l < 2[|z|| == |l=[l = 0
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Proposicién 1.2. Si (E,|| - ||) es un espacio normado y definimos la aplicacion
d: ExFE — R dada por:

dz,y) =lly—zl|  Vryek
Se verifica que (E,d) es un espacio métrico.

Definicién 1.3 (Espacio métrico completo). Sea (E, d) un espacio métrico, decimos
que es completo (o que la distancia d es completa) si toda sucesién de Cauchy para
la distancia d es también convergente a un elemento de E para la distancia d.

Hemos visto ya que cualquier espacio normado puede dotarse de estructura de
espacio métrico, asi como la definicion de espacio métrico completo, ambos conceptos
tratados ya en asignaturas previas.

Definicién 1.4 (Espacio de Banach). Sea (E,|| - ||) un espacio normado, decimos
que es de Banach si el espacio métrico (F, d) obtenido de la forma usual a partir de
la norma || - || es un espacio métrico completo.

Definicién 1.5 (Espacio prehilbertiano). Un espacio prehilbertiano es una tupla
(E,{(-,-)) donde H es un espacio vectorial y (-,-) : E X £ — R es una aplicacién que
verifica:

» Bilinealidad. La aplicacién (-, -) es lineal en ambas variables.
» Simetria. (z,y) = (y, ) Ve,y e £
» Definida positiva. (z,z) >0  Vx e H\ {0}

Proposicién 1.3. Si (E, (-,-)) es un espacio prehilbertiano y definimos la aplicacion
|- : £ —= R dada por:
2]l = V(z,2) VzeEE

Se verifica que (E, | - ||) es un espacio normado.

Definicién 1.6 (Espacio de Hilbert). Sea (F, (-,-)) un espacio prehilbertiano, deci-
mos que es de Hilbert si el espacio normado (E, || - ||) obtenido de la forma usual a
partir del producto escalar (-, ) es un espacio métrico de Banach.

1.1.1. Ejemplos

» Sea N € N, en RY podemos definir para cada p > 1 la aplicacién
|-, : RY — R dada por:

1
al p
], = (Z |xi|p) vz e RY
i=1
Que hace que (RY, | -||,) sea un espacio normado, que de hecho es de Banach,

como se vié en Analisis Matematico II, puesto que todo espacio normado de
dimension finita es de Banach.
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= En el caso anterior, si tomamos p = 2 se verifica que ademé&s si definimos
{(-,-) : RY x RN — R dada por:

N
(wy) = zy; Vr,yeRY
=1

Obtenemos que (R, (-,-)) es un espacio prehilbertiano (compruébese) cuyo

espacio normado canénico coincide con (RY || - [|2), por lo que es un espacio
de Hilbert.
» Como otro ejemplo de espacio normado sobre RY, podemos definir || - ||o :

RN — R dado por:
[z]|oo = sup{|z;| : i € {0,..., N}}

Se cumple igualmente que (RY, | - ||o) es un espacio normado que ademds es
de Banach, por la misma razén que antes.

= Como primer ejemplo de espacio normado que no se construye sobre los vec-
tores de un espacio de la forma RY, si tomamos un conjunto A C RY, y
definimos!:

Co(A)={f:A—R: fescontinuay f es acotada en A}

Junto con la aplicacién || - || : Co(A) — R dada por:

If1l = sup{||f(x)[| : = € A}
Se verifica que (Cy(A), || -||) es una espacio normado que de hecho es de Banach
(compruébese).

» Sea ahora K C R¥ un compacto, si definimos:
C(K)={f:K —R: f es continua}

resulta que podemos definir una aplicacion (-, ) : C(K) x C(K) — R dada por:

uw:lj@mwm

que hace que (C(K), (-,-)) sea un espacio prehilbertiano, que nos induce un
espacio normado donde la norma es:

nﬂbz(éfufm)é vf e C(K)

Sin embargo, este espacio prehilbertiano no es de Hilbert:

Por ejemplo, si tomamos K = [0,2] C R, si tomamos f, : K — R de forma
que la grafica de f, sea algo parecido a la de la Figura 1.1

'El subindice “b” de Cy(A) viene de la palabra inglesa “bounded”.
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)
1 1
fo(z) =nz —(n—1)
0 ® €
0 1-1 2
n ==8 n

Figura 1.1: Grafica de la funcion f,,.

Si definimos f = xp g la funcién caracteristica del intervalo [1,2] (que no
pertence a C(K)), tenemos que:

1= full = / () — fule))? de = - 50

2n
Por lo que f,, es una sucesiéon de Cauchy pero cuyo limite no esta en el espacio
que consideramos, por lo que no es convergente, luego C(K') no es un espacio
completo.

1.2. Espacios de Lebesgue

Un ejemplo interesante de espacios de Banach son los espacios de Lebesgue, que
ya se trabajaron un poco en la asignatura de Analisis Matematico II. En este docu-
mento volveremos a definir dicho espacio, puesto que la construccién es importante
tenerla clara. En un primer lugar, hemos de repasar ciertas desigualdades para poder
construir la estructura de espacio normado.

1.2.1. Desigualdades importantes

Para la primera desigualdad, es conveniente la siguiente motivaciéon, que nos dara
una breve justificacién del origen de la desigualdad: sean a,b € R{ dos nimeros
reales no negativos, es bien conocido que:

2 bQ
0= (a—b)2=a2+b2—2ab:>ab<§+§
Definicién 1.7. Sea p > 1 un nimero real, definimos su “exponente conjugado”
por:

o sip=1

De esta forma (admitiendo el convenio de que 0 = 1/ de la recta real extendida),
tenemos que:
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Usaremos en esta seccién la notacién p’ para denotar al exponente conjugado de p.

Proposicién 1.4 (Desigualdad de Young). Sean a,b € Rf yp € R con p > 1, se
verifica que:
a? b
ab < — + —
p p
Demostracién. La concavidad? del logaritmo nos dice:
ab b 1 1 :
log ( —+ — | > ~log(a”) + — log (bp> = log(a) + log(b) = log(ab)
p p p p
Y si ahora aplicamos la funciéon exponencial y usamos que es creciente obtenemos:

al WP
_'_

]

Recordemos que en Anélisis Matematico I definfamos para cualquier conjunto 2 C R
medible el conjunto de las funciones integrables sobre €

E(Q):{f:Q—HR:/Qf<oo}

Pues bien, dado p > 1, podemos definir ahora:

6@ = { e o) [ 17 < oo}

Teorema 1.5 (Desigualdad de Holder). Sea p > 1, si f € L,(Q) y g € Ly(Q),
entonces fg € L(2) y ademds:

1
7

[ira<(] |frp)'l’( L)

Demostracion. Si notamos por comodidad:

1 1
ol

o (i)} o (o)

Si a = 0, entonces fP = 0 casi por doquier, de donde |fg| = 0 casi por doquier,

luego:
[ 1ta1=0
Q

Si B = 0 la situacién es simétrica. Suponiendo ahora que «a, 8 € R*, la desigualdad
de Young nos dice que:

@@l @I @l

a p porp jLd

2Recordamos que si f era una funcién céncava, entonces f(tx + (1 —t)y) > tf(x) + (1 —t)f(y),
para cualquier ¢ € [0, 1], z,y en el dominio de definicién de f.
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Si ahora aplicamos la integral de Lebesgue a ambos lados usando el crecimiento de
dicho funcional, obtenemos que (usando la definicién de « y 3):

= [l < g [1re— [l =2+~ =

de donde fg € L(Q) y despejando de la desigualdad:

1
5&§ng|fg|f£ 1

Obtenemos la desigualdad buscada. O

La desigualdad de Hoélder nos proporcionard la desigualdad de Cauchy-Schwartz
de la norma del futuro espacio normado, y nos permitira probar la desigualdad de
Minkowski.

Teorema 1.6 (Desigualdad de Minkowski). Parap € R conp > 1y f,g € L,(Q),

se cumple que:
</Q|f+glp>;< (/Q|f|p);+(/ o)’

Demostracion. Si notamos por comodidad:

1
7

1

:(/QW);’ 5:(/9‘9‘1’/)#7 72(/9|f+g!p);

Si p = 1, entonces la desigualdad triangular nos dice que |f + g| < |f| + |g|, donde
aplicamos el crecimiento de la integral y ya tenemos el Teorema demostrado. Sabe-
mos por el resultado anterior que v < 0o, puesto que £,(£2) C L(€2), y la desigualdad
buscada es obvia si v = 0. Supuesto ahora que p > 1y v > 0, si tomamos:

h=|f+gl"™

tenemos entonces que:
=|f+ g/ =|f +gl”

/hp':'yp<oo
Q

Por lo que h € £,(£2). Tenemos:

\f+glP =|f+glh <|flh+|g]h

Y por la desigualdad de Holder:

p</§l|f|h+/9|g|h<(a+6)(/ﬂh”');’=(a+ﬂ)w

Y si dividimos por 'yﬁ tenemos la desigualdad buscada. []

luego:
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1.2.2. Definicién de los espacios de Lebesgue

Fijado p > 1, podemos tratar de dotar a £,(€2) de una norma. Pensamos en un
principio en la aplicacién ¢, : £,(€2) — R dada por:

oolf) = ( / Iflp); Vf € £,(9)
Que:

= Verifica la desigualdad triangular gracias a la desigualdad de Minkowski.

= Verifica la homegeneidad por homotecias, ya que:
op(af) = |alep(f) Yo € R

» ¢,(f) =0<«= f =0 casi por doquier.

Por lo que dicha funcién no es una norma en £,(€2) al no verificar la no dege-
neracién de la norma, puesto que la integral “es ciega” a la hora de diferenciar la
funcién constantemente igual a 0 de otras funciones con integral cero.

Para solucionar el problema con el que nos acabamos de topar (el problema de
no poder definir una norma de dicha forma), podemos constuir una relacién de
equivalencia ~ en L£,(€2) que identifique a las funciones que son iguales casi por
doquier, pudiendo considerar el espacio cociente:

Donde ya (L,(£2),¢,) si que es un espacio normado, donde denotaremos normal-
mente @, = || - [[;.

Teorema 1.7 (Riesz-Fischer). Sea Q C RY un conjunto medible y p > 1, se cumple
que (L,(Q), || - ||p) es un espacio de Banach.

1.2.3. Mas ejemplos de espacios de Banach
= Sea () C R un conjunto medible, si definimos:

sup |f| = inf{M > 0: |f(x)] < M casi para todo z € 2}
Q
El conjunto:
E“(Q):{f:Q%R:fesmedibley sup | f| <oo}
Q

junto con la norma:

[[flloe = sup | £
Q

es un espacio de Banach, donde la desigualdad de Holder se comple conside-
rando que p =00y p’' = 1:

SifeL>X)yge L(Q),entonces fg € L(N), con:

gl < [ fllscllglls
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= Para 1 < p < oo podemos considerar otro tipo de espacios:

lp—{m N—-R: Z]m |p<oo}

n=1

que junto con la aplicacion:

], = (Zu ) Vo € IP

forman un espacio de Banach (compruébese).

En dichos espacios, se tiene que si & € I? y y € [, entonces zy € [, con:
lzyll < lllpllylly

= En el caso anterior, si p = 2, podemos definir la aplicacién:
= Z:{:(n)y(n) Va,y € 1?
n=1

Con lo que (12, (-,-)2) es un espacio de Hilbert.

» Al igual que sucedia con las normas p—ésimas en RY, podemos considerar:
[ ={z:N—=R:zx acotada}

junto con la aplicacién || - || : {*° — R dada por:
2]l = sup{lz(n)] : n € N}
y obtenemos un espacio de Banach.
» C'={z:N — R:xes convergente} es un subespacio de [*°.

» Cp={z:N—=R:z converge a 0} es un subespacio de C.
Proposicién 1.8. El espacio normado [P es de Banach para 1 < p < o0.
Demostracion. Para p = oo. Recordamos que trabajamos en el espacio:

={z:N —= R: x acotada}, |2||o = sup{|z(n)|: n € N}

Sea {x,,} una sucesién de Cauchy de elementos de [*°, queremos probar que
{x;,} es convergente en [*°. Para ello, primero vemos que fijado n € N tenemos
que la sucesién de numeros reales {x,,(n)} es de Cauchy, pues dado ¢ > 0
podemos encontrar my € N (gracias a que {z,,} es de Cauchy) de foma que:

|xp(n) - xq(n)| < ilellr\l) |xp(k) - xq(k” = ||xp - quoo <é€ Vp,q = m

12 losdeldgiim.github.io
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Como R es completo, tenemos que la sucesiéon {x,,(n)} es convergente, para
cada n € N, lo que nos permite definir

r: N — R
n +— lim{x,,(n)}

Obteniendo que z € RY, y la demostracién de este caso terminard probando
que z € [*® y que {||z, — x|} = 0. Dado £ > 0, existe my € N de forma que
de forma que:

|zp — 2l < Vp,q = m

Fijado m > my, tenemos para todo k € N que:

[ (k) — 2(k)| = 1 |ep (k) — 20 (k)] <

n—oo

Por lo que z,, — x € [*°, de donde:
T =Ty — (T — ) €1
por ser [*° un espacio vectorial. Mas atin, hemos probado que:
|Tm — x|l < € Ym = myg
lo que nos dice que {||z;, — =]} — 0.
Para 1 < p < oco. Trabajamos ahora en el espacio:

P = {a; N-R: Y Jzn)f < oo}, ], = (Z |x(n)|p>p

n=1

Sea {x,,} una sucesién de Cauchy de elementos de [P, queremos probar que
{x;,} es convergente en [P. Para ello, observemos primero que:

|z (k)| < ||z||, = (Zp« ) Ve elP, VkeN

de donde deducimos que {z,,(k)} es de Cauchy, para todo k € N. Por ser
R completo tenemos que dicha sucesién es convergente, lo que nos permite

definir
z: N — R

k' — lim{x,,(k)}

Obteniendo que x € RY, y basta probar que z € I” y que {||z,, — z||} — 0.
Fijado € > 0, existe my € N de forma que:

|2y — 6|, < € Vt, s > my

fijados m > my y N € N, tenemos que:
N 00
D fam(k) = 2a(B)P <Y |rm(k) = 20 (B)]” = (|&m — zal)’ <& Yn €N
k=1
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N 00
D fam(k) = 2(k)]” = Mm D " |am(k) — 2 (k)" <# YN €N
k=1 n=1

por lo que la serie Y, [7,,(k) — x(k)|” es convergente, de donde x,,, —x € I,
por lo que:
=, — (T, —x) €’

Maés atn, la ultima desigualdad nos dice que:

VYm = my

N
)

| — ol = Jim (Z (k) x<k>|p)

de donde deducimos que {||z,, — z||} — 0.

1.3. Espacio dual

Para introducir la nocién de espacio dual, nos serd necesario primero destacar
unos resultados:

Proposicion 1.9. Si H es un espacio prehilbertiano, entonces:
1. Se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwartz:

[(w, )] < [ulllloll - Vu,ve H

2. Se cumple la identidad del paralelogramo:

u+v
2

u—0
2

1
= 5(lul®+ol’)  Vu,veH

Teorema 1.10 (de la Proyeccién). Sea H un espacio de Hilbert, sea ) # K C H
un conjunto convezxo y cerrado, entonces Vf € H Jyu € K de forma que:

If —ull = d(f, K) = mf{d(f,v) : v € K}
Ademas, dicho elemento u estd caracterizado por:
» u€ K.
w (f—u,v—u) <0 Vv e K.
Por tanto, a dicho unico elemento u lo notaremos por P f.

Demostracion. Como 0 < d(f,v) Vv € K, tenemos entonces que dicho infimo
existe. Tenemos por tanto que existe {v,} una sucesién de elementos de K de forma

14 losdeldgiim.github.io
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que {d(f,v,)} — d(f, K). Sean n,m € N y usando la identidad del paralelogramo
con f—uv,y f— vy, tenemos:

f=vatf—vnl® |[f=va—(fF—va)|* 1
=t + 2 = LU = vl 1 =)
2
Up, + Um U — Up, 1
Hf— o 5 =5 (I = vl +1If = varl®)
”Um_vn” 1 2 Un+vm 2
e = S (1 el 1 = oal?) = | f -
Up, + Um 2

lom — vall? = (w—%W+w—%u—4W—

Como K es convexo, tenemos que M € K. por lo que:
b )

Up + U

d(f, K)

e

Por lo que:
< lom = val® < 2([Lf = vall* + 1f = vinll?) — 4d(f, K)?

Como {||f — vu|*} = d(f, K)? y {|lf — vml|*} — d(f, K)?, tenemos por el Lema
del Sandwitch que {||v, — v,,||*} — 0, por lo que {v,} es de Cauchy. Como H es
completo, existe u € H de forma que {v,} — u, pero por ser K cerrado tendremos
que u € K.

Como {v,} — wu, tenemos entonces que {d(f,v,)} — d(f,v), pero {d(f,v,)}
convergia también a d(f, K). No queda més salida que d(f,v) = d(f, K).
Una vez probada la existencia de u, veamos que:

uwe Kcon|f—ul|=df,K) <= uve Ky (f—uv—u) <0 YveK

=) Supongamos que u € K y sabemos que ||f — ul|| < ||f — v| para todo v € K.
Tomamos ahora w € K y consideramos el segmento que une v con w. Entonces
Vw e K y ¥Vt € [0,1], al ser K convexo tendremos que

I-thuttwe K y [If—ul><|f -1 -t)u—tw]
Aplicando la bilinealidad podemos reescribir esta tltima expresién como

If = (@ =t)u —tw|* = (f = (1 = hu — tw, f — (1 — tju — tw) =
= |If = ull* + *llw — ul]* = 2t(f — v, w — w)

Sustituyendo en la expresion que tenfamos anteriormente nos queda que:
0 < t?|w—ul|® = 2t{f —u,w —u) Vte(0,1]

Al dividir entre ¢ nos queda
0 < tw—u|®—2(f —u,w—u) Vte(0,1]

y tomando ahora el limite cuando ¢ tiende a 0 por la derecha queda que

0< 2(f—uvw—u)=(f—u,w—u) <0 VYwekK
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)
If=ol? = If —utu—v]* = |f —ullP+2(f —w,u=v) +u—v|*  VYveK
De donde:
0>2(f —w,v—u) = [lu=v|> = [[f —ul® = |f |
Luego:

If =ul> <If=ol*  WoeK
Para probar finalmente la unicidad, supongamos que existen u, w € K de forma que:
(f —u,v—u),(f —w,v—w)y <0 Yvek

Entonces:
(f —u,w—u), (f —w,u—w)={u— fyw—u) <0

Por lo que:
(f —u,w—u) +(w—fw—u) =(w—u,w—u) <0
de donde (w — u,w —u) = 0, por lo que ||[w — u||* = d(w,u)* = 0, luego w = u. O

Proposicién 1.11. Dado () # K C H un conjunto convezo y cerrado, tenemos que
la aplicacion
Py: H — H
f — PKf

es lipschitziana. De hecho:
[P fi— Pxfol| <[fi—fll VA, fo€H
Demostracion. Sean f1, fo € H, u; = Pk f1, us = Pk fo, estos verifican:
(fi —u,v —wp), (fo — ug,v —ug) <O Yo e K
Por lo que:

(fi —uy,us —up) <0
(fo —ug,u; —ug) < 0= (fo — ug,us —uy) >0

De donde (f; — ug — fo + ug, us — ug) < 0, por lo que:

(fi = fot (ug — ), (ug —wr)) = (f1 — fo, u2 — wa) + (ug — w1, ug — uy)

Luego:
2 Cauchy-Schwartz
lug — up||* = (ug — uy, ug —uy) < —{(f1 — fo, ug — uq) < 1f1 — Folllluz — |
Por lo que:
[us — w|| < |1 = fol
Si ||ug — w1|| # 0, cierto también si |ug — w1 || = 0. B
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Pensemos ahora en un ejemplo de conjuntos convexos con propiedades interesantes,
como lo son los espacios vectoriales:

Corolario 1.11.1 (Proyeccién Ortogonal). Sea M C H un subespacio vectorial
cerrado de H, un espacio de Hilbert, entonces:

Vfe H Jyue M tal que ||f — ul|| = d(f, M)
Ademas, la caracterizacion de u puede mejorarse por:
ue M Yy (f —u,w)y=0 YweM

Demostracion. Bajo las hipdtesis de que M es un subespacio vectorial cerrado de
un espacio de Hilbert H, basta probar:

ueEMAN(f—uv—u) <0 YWweM<<—=ueMAN(f-—uw)y=0 YweM

<) Si v € M, tenemos por ser M un espacio vectorial que v —u € M, de donde
(f —u,v —u) =0, por lo que en particular es menor o igual que 0.

=) Si tomamos v € M y t € R*, como M es un espacio vectorial tendremos que
v/t € M, por lo que:

<f—u,%—u><0 Vo € M.Vt € R*

» Sit >0, entonces (f —u,v —tu) <0 Vv e M, de donde tomando limite
cuando t — 0, tenemos que (f —u,v) < 0 Vv € M.

» Sit <0, entonces (f —u,v—tu) >0 Vv e M, de donde tomando limite
cuando t — 0, tenemos que (f —u,v) > 0 Vo € M.

En consecuencia, tenemos que (f —u,v) =0 Yv € M.
]

Proposicion 1.12. Sea M C H un esubespacio vectorial cerrado de H, un espacio

de Hilbert, la aplicacion
Py: H — H

es lineal.

Demostracion. Sean fi, fo € H, u; = Py fi1, us = Py fo, A € R, tenemos que:

<)\f1 +f2 — ()\ul +u2),w> = <)\f1 — )\u1 —l—fg —UQ,U}>
=XNfi —u,w) + (fo —ug,w) =0  YweM

Por lo que por el Corolario anterior, tenemos que:

Py (A fi1+ f2) = My + ug = APy (f1) + Pu(f2)

de donde P, es lineal. O
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Definicién 1.8. Sea (E, ||-||) un espacio normado, definimos el espacio dual topolégico
de E por:

E*={f:E — R: f es lineal y continua}

Nos sera necesaria la siguiente Proposicion para comprender mejor las propieda-
des de las aplicaciones lineales. Mas concretamente, la relacion existente entre la
acotaciéon y la continuidad de una aplicacién lineal.

Proposicion 1.13. Sea T : E — F una aplicacion lineal entre dos espacios norma-
dos EE y F, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) 3IM € R de forma que | T(z)|| < M||z|| Vx € E.
(2) T es lipschitziana.
(8) T es continua.
(4) T es continua en 0.
(5) T es acotada (es decir, si A C E es acotado, entonces T(A) es acotado).
(6) T(B(0,1)) es acotado.
(7) T(B(0,1)) es acotado.
Demostracion. Veamos la equivalencia entre todas ellas:
(1) <= (2) Por doble implicacién:
—>) Sean x,y € F, entonces x — y € F, de donde:
IT(@) - T = T — )]l < M}z — ]

Por lo que T es lipschitziana con constante de Lipschitz menor o igual
que M.

<) Sea x € F, si M es mayor o igual que la constante de Lipschitz de T,
entonces:

1T ()| = [IT(2x — 2)[| = |TQ2x) = T(2)| < M2z — 2| = M|z
(2) = (3) Es conocida de Calculo II.
(3) = (4) Si T es continua, en particular lo es en 0.
(4) = (1) Supuesto que T es continua en 0, es decir, que:
Ve>036>0:||T(z)] <eVxe B(0,9)

Tomando € = 1, la continuidad nos da un ¢ cumpliendo la afirmacién anterior.
Sea x € F arbitrario, tenemos:
sl
’ (H I 2) H

- r (5% - 2

€ B(0,9), por lo que tomando M = % tenemos la implicacién.

xd
Ya que ——
2|
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(5) = (6) Como B(0,1) es acotado, T'(B(0, 1)) sera acotado por ser T acotada.
(6) = (7) Como B(0,1) C B(0, 1), entonces T(B(0,1)) C T(B(0,1)).
)

(7)== (4) Si 3R € RT de forma que ||T(z)| < R para todo x € B(0,1), dado

e > 0, si tomamos § = si x € B(0,0), entonces:

i =7 (ggegeiet )| =2 (g ) | < 2be < 2om =

(1) = (5) Sea A C E acotado, entonces Ir € R de forma que A C B(0,r), por
lo que:

2R7

IT(x)|| < Mllz|| < Mr VzeA
De donde T'(A) C B(0, Mr), por lo que es un conjunto acotado.

m
Proposiciéon 1.14. Sea E un espacio normado, observemos que E* es un espacio
vectorial, sobre el que definimos la aplicacion || - || : E* — R dada por:
Ifll = sup [f(z)]  VfeE"
llzll<1

Se verifica que:
1. (E*, || -|) es un espacio normado.
2. (E*, || -||) es un espacio de Banach.

3. Sea f € E*, entonces:

sup [f(2)] = [lf]| = sup [f(z)|

ll=]I<1 [lz]l=1

4. Sea f € E*, entonces:

sup |f(2)| = [If]| = mf{M € Ry : [f(2)| < M|lz| Vxe E}

llzll<1

Demostracion. Veamos cada una de las propiedades:
1. Para la primera, hemos de probar:

» No degeneracién. Sea f € E* de forma que sup |f(x)| = ||f| = 0,
llzll<1
entonces:

0< | f(@)]| <0 VzeB(0,1)= f(z) =0 Ve B(0,1)
de donde:

)= 1 (el ) = els () =0 voer

Por lo que f = 0.
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= Homogeneidad por homotecias. Sea f € E* y A € RA :

IAfIl = sup [Af(z)| = sup [N[|f(2)] = |A] sup |f(z)] = |AI[lS]]

lell<1 o<1 lzll<1
» Desigualdad triangular. Sean f,g € E*:

If + gl = sup |f(z) +g(x)] < sup (If(2)| + |g(z)])

Jall <1 Jall <1
< sup [f(z)| + sup |g(=)] = [Lf] + [lg]]
Jall<1 Jall<1

2. Sea {f,} una sucesion de Cauchy de elementos de E*, sean ¢,r > 0, la condi-
cién de Cauchy para ¢/r nos da m € N de forma que si p, ¢ > m, entonces:

sup |fp(x) = fo(2)| = lfp = fall < ;

llzll<1

de donde: . B
(@)~ @) <5 Ve eBO,1)

pero entonces:
|fo(rz) = fy(ra)| = rlfp(e) = fo(x)l <e Yz € B(0,1)

lo que equivale a que:

[fp(@) = fo(@)| <e Yz e B(0,r)

Por tanto, la sucesién {f,(z)} es de Cauchy para todo x € B(0,r), pero como
r era arbitrario, dicha condicién se cumple para todo r € RT, tenemos que
{fn(z)} es de Cauchy para todo z € E. Como R es completo, la sucesién
{fn(x)} es convergente para todo x € E, lo que nos permite definir f : £ — R
dada por:

f(z) = lm{f,(z)} Ve e E

Se verifica que f es lineal, ya que:

fQOz +y) =lm{f.(\z +y)} = Im{\f.(v) + fu(y) }
= AMim{f,(2)} +lm{f(y)} = \f(2) + f(y)
VAe R Vr,y e F

Ahora, como {f,} era de Cauchy, tenemos que fijado r € R™ y dado £ > 0,
dm € N de forma que para p,q > m se tiene:

< —
[fol2) = fol@)l <5 Vo€ B(O,r)
Fijado ahora dicho p, tenemos:

<€

() = F@)] = i |fy(@) = fy(@)] <

DO ™
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Por lo que {f,,} converge uniformemente a f en B(0,), para todo r € R*. En
particular, {f,} converge uniformemente a f en cada conjunto acotado de E.
Como {f,} es continua Vn € Ny para cada z € E tenemos que {f,} converge
uniformemente a f en B(z, 1), entonces tenemos que f es continua en z, de
donde f es continua en F. En consecuencia, f € E*.

Por tltimo, para ver que {f,} converge a f, dado ¢ > 0, existe m € N de
forma que si n > m, entonces:

|fu(z) = f(2)] < g Vo € B(0,1)

de donde:
I = 11l = sup (o) = 7@ < 5
Por lo que {f,.} — f.

3. La desigualdad > es obvia. Para la otra, sea z € B(0,1):

o= ()

4. Buscamos probar que:

[zl < sup [f(@)[[lz]] < sup |f(z)]

[[]|=1 [[]l=1

sup |f(2)| = mf{M € Rj : [f(z)] < M|lz|| Vz € E}

llzll<1

>) Para ver que el supremo es mayor o igual que el infimo, veamos que el
supremo pertence al conjunto de la derecha:

7@ = el 'f (5 H)‘ <zl sup 1£(2)

llzll<1

Por tanto, sup |f(z)| € {M € R{ : |f(z)] < M|z|| Vz € E}.

lzll<1

<) Para ver el el infimo es mayor o igual que el supremo, veamos que el infimo
es un mayorante del conjunto de la izquierda, si tomamos:

My =mf{M e R} : |f(z)| < M|z|| Vze E}

entonces:

|f(@)| < M|z|]| <M Ve B(0,1)

Por lo que Mj es un mayorante de {|f(z)| : ||z|| < 1}, por lo que es mayor
o igual que su supremo.

[]
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1.3.1. Espacio dual de un espacio de Hilbert

Proposicion 1.15. Se verifica que si v € H, entonces la aplicacion

0, H — R
u — (u,v)

verifica que @, € H* y en cuyo caso, ||¢,| = ||v]|.

Mids aun, podemos definir
o: H — H*
Vo P,

que es una aplicacion lineal e inyectiva.

Demostracion. Como el producto escalar es bilineal es evidente que ¢, es lineal.
Vemos que:

[oo(u) = pu(w)] = [{u,0) = (W, v)| = [(u —w,0)| <[l —wllllof] Vv, weE

Por lo que ¢, es lipschitziana, y por la ultima Proposicién tenemos que ||, || < ||v]|-
Si v = 0 tenemos la igualdad de forma obvia y si v # 0, entonces:

loll _ (v, v)

Jol? ~ Tl <||Z||’“> s (H)

[o]l < sup [ f(z)] = [l

lzll<1

loll =

luego:

Para ver que ® es lineal, sean A e Ry u,v € H:
P(A+ 1) = Pausy = Apu + Py = AD(u) + B(v)
donde la igualdad puede demostrarse por:
Pruto(w) = (w, A +v) = (w, M) + (w,v) = Mw, u) + (w,v) = Apu(w) + @y (w)

Como ||¢y|| = ||v||, obtenemos de forma inmediata la continuidad de ®, por ser una
isometria.

Para ver que @ es inyectiva, supongamos que u,v € H con ®(u) = ®(v), de donde:
(u,w) = (v, w) Ywe H

Luego:
(u,wy — (v,w) =(u—v,wy=0  YweH

En particular, tomando w = u — v, tenemos que:
lu =l = (u—v,u—v) =0
Por lo que u = v, de donde ® es inyectiva. O
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Teorema 1.16 (de Riesz-Fréchet, Representacion del dual de un Hilbert).
Sea H un espacio de Hilbert, Vo € H* J1v € H de forma que:

o(u) = (u,v) Yue H
y ademds:

lell = llvll

Demostracion. Si conseguimos probar la primera parte del Teorema, la segunda la
tendremos ya probada gracias a la Proposicién anterior. Sea por tanto f € H*, si
f = 0 tomando v = 0 se tiene la tesis. Suponemos por tanto que f # 0, por lo que
M = f71({0}) € H es un espacio vectorial de H distinto del trivial. Como f es
continua, tenemos ademas que M es un conjunto cerrado.

Como M C H, podemos tomar z, € H \ M. Por el Teorema de la Proyeccién
Ortogonal, tomamos z; = Pyzg € M, que verifica:

(20 —21,0) =0  YveM

Como zp € H\ M y z; € M, tenemos que zy # 21, lo que nos permite definir:

20 — 21
7=
120 — 2]
Con esta definicién, es claro que ||z|| = 1, asi como que:
(o) = —{ )=0 VeeM
z2,v) = ———— (20 — 21,0) = v
) ||ZO o Zl|| 0 1,

Como 2y ¢ M la situacién z € M es imposible, por lo que z ¢ M, luego f(z) # 0.
Veamos ahora que:

) )
xX f(z) eM Ve e H
ya que:
f(x—i@%)zfuw—“”fuw=o
) )

Por lo que tenemos que:

flz) \ _
<%x_f@f>_0
Pero tenemos:

= zx—f(m)z :zx—mzz:zac—wz2
0= (ar - 7)) = gt = o) -

Por lo que podemos despejar f(z), obteniendo:

f@) = f(2)(z,0) = (2,2f(2)) VeeH

En consecuencia, tomando v = zf(z) tenemos la existencia probada.
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Para la unicidad, supongamos que v, w € H de forma que:
(z,v) = f(z) =(z,w) VzeH

En consecuencia:
(r,v—wy=0 VreH

Luego si tomamos r = v — w:
v —wl|* = (v —w,v—w)=0
Por lo que v = w. O

A partir del Teorema anterior tenemos que (RY, [|]|2), I* y L?(£2) son todos isomorfos
a sus duales.

Ejercicio 1.3.1. Calcular el dual de [P, para p > 1, p # 2.

Puede encontrarse en la Seccién 1.6.

Notaciéon. Siz € E'y f € E*, a menudo notaremos:

(f,x) = f(z)

Esta notacion se debe a que la evaluacion de una aplicacién lineal y continua f en
un punto x cumplen unas propiedades que nos recuerdan a la del producto escalar:

L (A +g,2) = Mf,z) + (g9, 7).
2. (fidx +y) = Mf.x) + ([, 9)-
3. (fox) < || f|]|])-

1.4. Teorema de Hahn-Banach

Si tenemos un espacio normado F de dimension finita, resulta facil dar una aplica-
cién lineal y continua f : E — R, pero en dimensioén finita el problema se complica.
A continuacién veremos el Teorema de Hahn-Banach, que entre sus muchas utili-
dades una de ellas es probar que si E es un espacio normado de dimension infinita
entonces E* # {0}. Para resolver este problema, como somos capaces de calcular
aplicciones lineales y continuas en dimensién finita y dentro de espacios de dimension
infinita somos capaces de encontrar espacios de dimensién finita, nos preguntamos:

Problema
Sea E un espacio de Banach, G C E un subespacio suyo y g : G — R lineal y
continua, ;podemos garantizar entonces que existe f : £ — R lineal y continua tal

que f|, = g7

Como ya vimos en la Proposicién 1.13, que g sea continua significa que 3k € R* de
forma que |g(z)| < k||z|| V& € G. Para resolver el problema, necesitamos encontrar
una aplicacién f : E — R lineal y £’ € R* de forma que:

fla=9 v If@|<K|z| VreE
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Ejercicio 1.4.1. Seap: (E,||-|) — R dada por:
p() = klle|  VoeE

Demostrar que la funcién p verifica:

= pz+y) <p(x)+ply) Ve,yek.

= p(Az) = A\p(2) VA e R, Vx € E.
Demostracion. Sean x,y € Ey A € R*:

p(x+y) = kllz +yll <E(lzll + [lyl]) = kllzll + Fllyll = p(z) + p(y)
p(Az) = k[[Ax| = Akljz]| = Ap(x)
O

Aunque no lo demostraremos, el Teorema de Hahn-Banach resulta ser equivalente
al axioma de eleccién. Para realizar la demostracion del Teorema de Hahn-Banach
es necesario usar el Lema de Zorn, por lo que conviene realizar un breve repaso del
mismo.

Lema de Zorn

Definicién 1.9. Sea () # P un conjunto con una relacién < de orden, es decir, una
relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva, decimos que:

Un subconjunto Q C P es totalmente ordenado si:

Va,be Q= a<b V b<a

SiQQ C Pyxe€ P, decimos que x es una cota superior de () si y solo si:

a<x Va € Q)

Si m € P, decimos que m es un elemento maximal de P si y solo si:

{reP:m<a}={m}

Diremos que P es inductivo si todo subconjunto () C P que sea totalmente
ordenado posee una cota superior.

Lema 1.17 (de Zorn). Si P es un conjunto no vacio con una relacion de orden <
y P es inductivo, entonces P tiene un elemento maximal.

Teorema 1.18 (de Hahn-Banach, versién analitica). Sea E un espacio vectorial,
sea p: E — R una aplicacion verificando:

» p(z+y) < plx)+p(y) Vr,y € E.

» p(Ax) = Ap(x) VAeR' VreFE.
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Sea G C E un subespacio vectorial y g : G — R una aplicacion lineal tal que
g(x) <plz) VeeC
Entonces, Af : E — R lineal de forma que:
1. f(z) < p(x) Vx € E.

2. f’G:g.

Demostracion. Definimos el conjunto P de todas aquellas aplicaciones lineales h que
tienen por dominios subespacios vectoriales de E que contienen a G de forma que
h!G = g y que cumplen la desigualdad h(z) < p(x) Vz € D(h) (donde D(h) denota
el dominio de h); es decir:

G C D(h) subespacio vectorial de F
P=<{h:D(h)—R: h(x)=g(x) YVeeiG
h lineal y h(x) < p(z) Vx € D(h)

Tendremos entonces en P todas aquellas alicaciones lineales definidas en espacios
vectoriales que son extensiones de g y que cumplen la condicién de estar dominadas
por p. Buscamos aplicar el Lema de Zorn sobre P, obteniendo un elemento maximal
que luego probaremos que ha de tener como dominio F.

Hemos pues de definir una relacion de orden en P que nos permita conseguir lo que
queremos. Para ello, definiremos la relacion < de la siguiente forma:

D(hy) C D(hy)

_ hl \V/hl,hg e P

hi < hy < { h2‘D(h1)

es decir, hy < hs si hy es una extension de h;. Podemos comprobar que esta efecti-
vamente es una relacion de orden en P:

» Reflexiva. Si h € P, trivialmente tenemos que D(h) C D(h) y th(h) =h, lo
que nos dice que h < h.

= Antisimétrica. Sean hy, ho € P de forma que hy < hy v hy < hy, entonces:

Y de esta condicién junto con hy = hs = h; concluimos que

he = hy.

|D(h2) - hle(hl)

» Transitiva. Si hy, ho,hy € P con hy < he v hy < h3, tenemos entonces que
D(hy) € D(hs) y que D(hy) C D(h3). La transitividad de C nos dice que
D(hy) C D(hs). Ahora, si tenemos que hg = hs y que hy = hy,
obtenemos que:

|D(h2) ‘D(hl)

hS‘D(hl) - hZ}D(hl) =Mh

De donde hy < hs.
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Tratemos ahora de probar que P es inductivo. Para ello, sea () C P un subconjunto
totalmente ordenado, para buscar una cota superior de () consideraremos:

Vo= | D(h)

heQ

Vemos que V) es un subespacio vectorial de F, ya que si « € Ry u,v € V), tenemos
entonces que 3h, h' € () de forma que u € D(h),v € D(h'). Como @) es totalmente
ordenado, tendremos entonces que h < h’' o que ' < h. Supondremos sin pérdida
de generalidad que h < 1/, lo que nos dice que D(h) C D(h'), por lo que u € D(K)
y como D(h') es un subespacio vectorial de E, tenemos entonces que:

au+wv e D) CV,
Una vez salvada esta cuestion, definimos hg : Vy — R por:
ho(z) = h(x) siz € D(h)

que estd bien definida, ya que si € D(hy) N D(hy), sucedera bien h; < hy bien
hy < hq, luego suponiendo que h; < ho, tendremos que hQ‘D(hl) = hq, luego se
cumplird hq(z) = he(z). Ademds hyg es lineal, ya que si z,y € Vj, por ser V; espacio
vectorial tendremos que = +y € Vp, de donde 3h, ', " € @ de forma que x € D(h),
ye D(N), z+y e D(h"), con lo que:

ho(z +y) = 1"(x +y) = 1"(x) + 1" (y) = h(x) + W' (y) = ho(z) + ho(y)

Y finalmente es claro que ho(z) < p(z) Va € V, puesto que si x € V;, entonces
Jh € @ de forma que x € D(h), con lo que:

ho(z) = h(z) < p(z)

En definitiva, tenemos que hg es una aplicacion lineal extensién de g que cumple
h(z) < p(x) para todo x € Vj y con Vj un subespacio vectorial de E que claramente
contiene a GG, con lo que hg € P y ademas tenemos que h < hg Vh € @, por lo que
hg es una cota superior de @), de donde tenemos que P es inductivo. Por el Lema de
Zorn, existe f € P elemento maximal de P.

Para concluir la demostracién del Teorema, nos falta probar que si f es un elemento
maximal de P entonces D(f) = E. Para ello, supongamos por reduccién al absurdo
que fuese D(f) C E, luego existe o € E \ D(f). Si consideramos?:

D(f) ® Ray

Tenemos que si v € D(f) @ Ry, entonces v se escribe como v = x + txy, con
x € D(f) yte€R,loque nos permite definir f : D(f) @ Rzy — R dada por:

A

flz +1txg) = f(x) + ta

Siendo o un ntimero real que por ahora no concretaremos (puesto que necesitamos
buscar luego una condicién sobre o para garantizar que f € P). Veamos que f € P:

3 Aquf hemos usado Rxg := {rzg : r € R}, que es un subespacio vectorial de E de dimensién 1.
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» Es automdtico que f‘D(f) = f, por lo que f(z) = g(z) Vz e G.
» D(f) @ Rz es un subespacio vectorial de E que contiene a G.

= Es fécil ver que f es lineal, ya que si 2,y € D(f) y t,# € R:

~ ~

flx+tzo+y+te)=f((z+y)+{E+t)xe) = flx +y)+ (E+ 1)
= f(x) + f(y) +ta+ta = f(z +txg) + f(y +t'zo)

= Tenemos que ver finalmente que

~

flx 4 txg) < p(x + tayg) Ve e D(f), VteR (1.1)

que sucede si y solo si:

N ~

tf(z+wo) = ftz+tag) < p(tz+txg) = p(t(z + o)) Vze D(f), VteR

e En el caso t = 0 la desigualdad es obvia.

e Sit > 0, tenemos que:
t(f(2) + ) = tf(z 4 x0) < plt(z + 20)) = tp(z + x0) Vz € D(f)
que es equivalente a

a< —f(2)+p(z+2) VzeD(f)

e Sit <0, tenemos:

—t(—f(2)=a) = ~tf(~z—w0) = tf(z+0) < p(t(z+0)) = ~tp(—=2—w0)
Vz e D(f)

que es equivalente a
—f(z) =p(=z—m)) < Vze D(f)
En definitiva, ver (1.1) es equivalente a ver que:

sup{f(—2) —=p(=z =) : 2 € D(f)} < @ <mf{—f(2) +p(z +20) : 2 € D(f)}

que a su vez equivale a:

sup{f(w) = p(w — o) : w € D(f)} o <Inf{—f(2) + p(z +20) : 2 € D(f)}

Por tanto, si probamos que el supremo de la izquierda es menor o igual que el
infimo de la derecha, elegiendo « cualquier valor real comprendido entre ambos
(o incluso igual al supremo o al infimo) habremos construido una aplicacién f
que cumple con los tres puntos anteriores y con la condicién (1.1), que es la
condicién que veniamos buscando.

Para demostrar la desigualdad entre supremo e infimo, basta observar que para
z,w € D(f) se verifica:

f(2)+ fw) = f(z4+w) < plz+w) = p(z+z0— 70+ W) < p(2+20) +p(W—270)
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y despejando llegamos a que:

f(w) = plw —x0) < =f(2) +p(z +20)  Vz,w € D(f)

Lo que demuestra que:

sup{f(=2) = p(=2 — o) : 2 € D(f)} < f{—f(2) + p(z + x0) : 2 € D(f)}

Como hemos comentado anteriormente, tomando por ejemplo:

o = sup{f(—2) — p(—= — @) : z € D(f)} € R

en la definicién de f nos garantiza la condicién (1.1), que junto con las otras
condiciones nos dice que f € P. Ademas, por la definiciéon de f es claro
que f < f , donde f era un elemento maximal de P. Hemos llegado a una
contradiccién, que venia de suponer que D(f) C FE, por lo que D(f) ha de ser
igual a E, luego hemos encontrado la aplicacion que el Teorema enunciaba, lo
que concluye la demostracion.

O

Volviendo al caso que nos interesaba, tenemos ya respuesta al Teorema anteriormente
planteado:

Corolario 1.18.1. Sea E un espacio vectorial, G C E un subespacio vectorial suyo
y g : G — R lineal y continua, existe entonces f : E — R lineal y continua de forma
que f|G = g. Ademds:

111 = Tlgl

Demostracion. Como ¢ es una aplicacién lineal y continua, si recordamos que:
lgll = inf{M >0 [g(z)| < M|z]| Ve G}

Si definimos p : £ — R dada por p(z) = ||g||||z| para z € E, vimos en el Ejerci-
cio 1.4.1 que p verificaba:

= ple+y) <plzx)+ply) Vryek
= p(Az) = A\p(2) VAeRT Vx e E

y la condicién que hemos expresado arriba nos dice que g(z) < p(z) para todo
x € (. Aplicando el Teorema de Hahn-Banach, tenemos que existe una aplicacion
f : E — R lineal que verifica:

= flo=9
. f@)<pla) VieE

falta ver que f es continua para acabar la demostracion. Para ello, observemos que
la condicién f(x) < p(x) Vz € E implica:

—f(x) = f(=x) <p(=z) = lgllll = 2| = llgllll«| = p(x) V2 e E

Por lo que tenemos que |f(x)| < ||g|||z|| Vz € E,y vimos en la Proposicién 1.13
que esta condicién para una aplicacion lineal era equivalente a que la aplicacion sea
continua. Ademas, esta desigualdad implica que || f|| < ||g||. Si notamos ahora que:

(@) = f @) < flll=l  VzeG
Deducimos entonces que ||g|| < || f]], por lo que || f|| = ||g]l- O
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Corolario 1.18.2. Sea E un espacio vectorial, Vxo € E fy € E* de forma que:

1foll = llzoll y folwo) = llzol®

Demostracion. Sixg = 0, tomando fy = 0 se tiene. Suponemos por tanto que xy # 0.
Sea G = Rz, defino g : G — R dada por:

g(tzo) = ||z Vte R
es facil ver que ¢ es lineal. Ademas es continua, ya que:
lg(two)| = tl[lzoll” = llzolllltzoll ¥Vt €R
en particular, acabamos de ver que ||g|| < ||xo||, pero como:
l9(2o0)] = llzoll* = llzoll[lzo]

deducimos que ||g|| = ||zol||. Aplicando el Corolario anterior, existe f, € E* lineal y
continua de forma que:

fole=9  Ifoll = llgl = llzoll

de donde:
fo(wo) = fo| 4(x0) = g(x0) = ||zoll?

Corolario 1.18.3. Para todo x¢y € E se tiene que:

[zoll = sup{|f(xo)| - f € E% [IfI| <1} = méax{[f(z0)| : f € E" | f] <1}

Demostracion. Si xg = 0, cualquier aplicacién lineal cumple f(0) = 0, luego es obvio
el resultado. Supuesto que zo € E'\ {0}, dada f € E* con || f|| < 1, tenemos entonces
que:

[f(zo)| < [ fl[llzoll < llzoll = [lzoll = sup{[f(zo)| : f € E* [If] <1}

Para la otra desigualdad, por el Corolario anterior para xy sabemos que 3f;, € E*
de forma que:

1foll = llzoll,  folzo) = [l
Si tomamos f = fo/|zo||, tenemos entonces que:
N
Il = = =
lzoll || [loll
Y ademas: o) ol
J(zo o
f@o) = = = [|lzol
[zoll ol
Por lo que el supremo se alcanza, luego es un maximo. O
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1.4.1. Versiones geométricas del Teorema

Aunque no lo demostraremos, las sucesivas versiones geométricas del teorema de
Hahn-Banach son equivalentes a la ya vista. Para realizar la formulacién del Teorema
sera necesario tener claros ciertos conceptos:

Definicién 1.10 (Hiperplano afin). Sea E un espacio vectorial, un hiperplano afin
de E es un subconjunto H C E de la forma:

H={zcE: f(x)=a}=f"{a})

donde f : E — R es una aplicacion lineal no nula y o € R. En dicho caso, escribi-
remos H = [f = a].

Observacion. Cuando trabajabamos en asignaturas anteriores en espacios vectoriales
de dimensién finita (digamos n), para nosotros un hiperplano era un subespacio
vectorial de dimension n — 1. Ahora, si nos encontramos en un espacio vectorial E
genérico (no necesariamente de dimensién finita), el primer Teorema de Isomorfia
de aplicaciones lineales aplicado a f nos da el isomorfismo lineal

E/ker f =2 Imf

Como f era lineal, ha de ser obligatoriamente dim Imf = 1. Observemos que en
el caso H = [f = 0] = ker f, tenemos que dim(E/H) = 1, de donde si E es de
dimensién finita, tenemos dimH = dimFE — 1. Si consideramos ahora H = [f = q]
con « # 0, tenemos que:

H={zeE: f(x)=a}={z+v:ze€ Eveckerf f(z)=a}

Por lo que podemos ver H como un trasladado de ker f, como un hiperplano afin,
con espacio de direcciones ker f.

Proposicién 1.19. El hiperplano H = [f = «] es cerrado si y solo si f es continua.
Demostracion. Por doble implicacién:

<=) Si f es continua, tenemos que H = f~*({a}), por lo que H serd un conjun-
o cerrado, como imagen inversa de un conjunto cerrado por una aplicacion
t do, d t d |
continua.

—>) Supuesto que H es cerrado, tenemos entonces que F \ H es abierto y no vacio
(ya que f no se anula totalmente). Sea o € E \ H de forma que f(xy) # «,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que f(xy) < a.

Fijado r > 0 de forma que B(zo,7) C E'\ H, se cumple que f(z) < «
Va € B(zo,7), ya que si f(x;) > « para cierto x; € B(xo,7). El segmento:

{xy =1 —t)xog +tay : t €[0,1]}

estd contenido en B(xg,r) C E'\ H, por lo que f(x;) # « Vt € [0, 1], pero si
tomamos:
flr1) —a

f(l’1) - f(xo)
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tendremos que f(z;) = «, lo que lleva a una contradiccién. En definitiva,
tenemos que:
flzo+712) <« Vz € B(0,1)

de donde f es continua.
O

La condicién que nos va a interesar es buscar bajo qué condiciones cuando nos dan
dos subconjuntos de un espacio normado vamos a poder separarlos mediante un hi-
perplano afin. Para ello, es necesario formalizar la idea de “separar dos subconjuntos
de un espacio”.

Definicién 1.11. Sea E un espacio vectorial, A, B C E, diremos que el hiperplano
H =|[f = a] separa Ay B si:

fle)<a<fly) Veed WVyeB

Ademas, diremos que la separacién es estricta (o que H separa estrictamente A y
B) si Je > 0 de forma que:

flz) La—ec<a+e< f(y) Vre A, YyeB

Teorema 1.20 (Hahn Banach, primera versién geométrica). Sea E un espacio nor-
mado, ) # A,B C E con AN B = (), ambos convezos y A abierto, entonces existe
un hiperplano cerrado* H = [f = ] que separa A y B.

Demostracion. El Teorema se demuestra en dos pasos:

Paso 1. Supongamos en una version mas débil que B se reduce a un punto, es decir,
existe g € F de forma que B = {zp} y que A C E es un conjunto abierto y
convexo de forma que xy ¢ A.

Elegimos zg € A y definimos C' = A — 2, que:

= Contiene al 0, ya que como 2y € A, entonces 0 = zg — zg € C.
= Es abierto, ya que si consideramos la traslacién segin el vector zy:

tw: £ — E
r — T+ 2

tenemos que t,, es una aplicacién continua, con inversa t;ol =1_,,. Como

. o 71 . . .7
C=t_.,(A) =1t (A) y tenemos que A era abierto y t,, una aplicacién
continua, concluimos que C' es abierto.

= Es convexo, ya que si x,y € C = A — 2, tenemos entonces que existen
u,v € A de forma que:

T =u— 2, y=v—2
Si tomamos ¢ € [0, 1], entonces:

tr+(1—thy=tlu—20) + (1 —t)(v—20) =tu+ (1 —thv—20€ C

4Luego habra una aplicacién lineal y contina f : E — R, por lo que E* # {0}.
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El punto yo = xg — 20 ¢ C, de donde yo # 0. Por lo que Ry, es un subespacio
vectorial de E de dimensién 1. Definimos G' = Ry, y tomamos

g: G — R
tyy — t

que es una aplicacién lineal (compruébese) y verificando g(yo) = 1. La funcién
g nos permitira “separar el corte de C' con GG y el punto y,”. En este punto
conviene estudiar el funcional de Minkowski del conjunto C', que se define en
la Definicion 1.12 y cuyas propiedades se aclaran en la Proposicién 1.21. Sea
p el funcional de Minkowski de C', veamos que p domina a g:

» Sit >0, como y ¢ C entonces® p(yp) > 1, de donde:

@
9(tyo) =t < tp(yo) = p(tyo)
= Sit <0, tenemos que:
g(tyo) =t < 0 < p(tyo)

En cualquier caso, g(tyo) < p(tyo) Vt € R. Nos encontramos en las hipétesis
del Teorema de Hahn-Banach, por lo que podemos encontrar f : £ — R lineal
de forma que:

fle=9 v fw<ply) VyekE
La propiedad 2 del funcional nos dice que dM > 0 de forma que:

fly) <ply) < Mllyll - VyeE
Si aplicamos esta propiedad para —y:
—fy) = f(—y) < M| —yll = M|ly|

De donde:
f) < Myl  VYyekE

Como f es lineal, la Proposicion 1.13 nos dice que f es continua.

Si ahora usamos la propiedad 3 del funcional de Minkoski, observamos que:

f@) <plr) <1=f(y) Vred

por lo que el hiperplano cerrado H' = [f = 1] separa C'y B’ = {yo}.

Si volvemos al problema de separar Ay B = {zy}, observamos que:

f@) = fly+20) = fy) + f(z0) ST+ f(20) = f(yo+ 20) = f(zg) VreA

Por lo que el hiperplano cerrado H = [f = f(x¢)] separa Ay B = {x¢}, como
queriamos probar en este primer paso.

5Usando la propiedad 3 del funcional.
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Paso 2. Volviendo al caso que nos plantea el Teorema siendo B un conjunto convexo
y disjunto de A, tomamos:

A-—B={a—b:a€ Abec B}
Observemos que:

» 0¢ A— B, yaque AN B = (.
s A — B es abierto, ya que podemos escribir:
A-B=|JA-b)
beB

y en la demostracion del paso anterior ya probamos que la traslacién de
unconjunto abierto sigue siendo abierto.
= A— B es convexo, ya que si a, 3 € A — B, existen a,a’ € A, b,b € B de
forma que:
a=a—b, f=d -1
Por lo que:

ta+(1-1)8 = t(a—b)+(1-t)(a' V) = ta+ (1 = )b —[th + (1 — )] € C

J - >

'

~
€A €B
donde hemos usado que tanto A como B son convexos.

Estamos en las condiciones del paso anterior, por lo que existen f : E — R
lineal y continua y a € R de forma que el hiperplano cerrado H = [f = af
separa A — B del conjunto {0}, es decir:

fla) = f(b) = fla—b) <a< f(0)=0 VacA, VbeB

de donde:
fla) <a—f(b) < f(b) YVaec A, VbeB

Por lo que el hiperplano cerrado H' = [f = o — f(b)] separa los conjuntos A
y B.

]

Funcional de Minkowski de un conjunto

En este subapartado definiremos el funcional de Minkowski de un conjunto, una
cierta aplicaciéon con propiedades interesantes que nos permite realizar la demostra-
cion de la primera versién geométrica del Teorema de Hahn Banach y que ademés
tiene cierto interés fuera de esta demostracién, como luego se pondra de manifiesto
en los ejercicios a realizar.

Definicién 1.12 (Funcional de Minkowski). Sea F un espacio normadoy C C E
un conjunto convexo, abierto y con 0 € C', definimos el funcional de Minkowski de
C como la aplicacién p : E — R dada por:

p(m):inf{aeRJr:gEC’} Vee E
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Observacion. Bajo las hipotesis de la definicion del funcional de Minkowski, obser-
vamos que lo que estamos haciendo es, fijado un punto = € E'\ {0}, tomar la recta
de origen 0 que pasa por z, y si multiplicamos x por un escalar positivo, nos move-
mos por dicha recta. En particular, si multiplicamos x por el inverso de un escalar
positivo, si aumentamos dicho escalar, nos estaremos acercando a 0, y si decremen-
tamos dicho escalar, nos alejaremos de 0. Notemos que lo que estamos haciendo por
la definicién del funcional de Minkowski es tomar aquel valor mas “pequeno” para
el cual si multiplicamos x por el inverso de un escalar que se queda por encima suya
no nos saldremos del conjunto C.

Observemos que p(0) = 0. Adems4s, el funcional de Minkowski tiene ciertas pro-
piedades resaltables.

Proposicion 1.21. Sea E un espacio normado y C C E un conjunto convexo,
abierto y con 0 € C, el funcional de Minkowski verifica:

1. p(Az) = A\p(z) Vee E, VAeRt
2. AM >0 tal que 0 < p(x) < M|z Vo eFE
3. C={xe€ FE:px) <1}
4. ple+y) <plx)+ply) Vryek
Demostracion. Demostramos cada una de las propiedades:
1. Para la primera, basta usar que A > 0 y observar:

p()\:p):inf{aeRJ“:i:)\—mEC}:inf{)\aERJ’:EEC}
Oz/)\ o (07

:/\inf{aERJr:gEC}:)\p(x) Ve e E

2. Dado x € E, como 0 € C es abierto Ir > 0 de forma que B(0,r) C C. Si
tomamos:
]

x x
a>—’:H—H<r:—EB(O,r}CC’
r a a

Por tanto:

}Mﬁoo[c{ae]l%*:ge(]}

r

35 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisis Funcional 1. El Espacio Dual

de donde el infimo de la derecha sera menor o igual que el infimo de la izquierda:

2]
< 2
p(z) < ”

Tomamos M = %
3. Queremos ver que C' = {x € E : p(x) < 1}:

D) Sea z € E con p(z) < 1, el infimo nos garantiza la existencia de oy € RT
de forma que ag < 1y o € C. Como C es convexo y 0 € (', tenemos
entonces que:

x:a0£+(1—a0)-060
Qo

C) Sea x € C, por ser C' abierto Ir > 0 de forma que B(z,r) C C. Ahora, si
tomamos € > 0 de forma que:

[E!
T g

tendremos entonces que:
11+ e)x — =l = [lex| = ellzll <r = (1 + )z € B(z,7)

En dicho caso, tendremos que:

4. Dados x,y € F, sabemos que el conjunto:
{a >0:% ¢ C}
!

es un intervalo no acotado superiormente y acotado inferiormente por p(z),
pero no sabemos si el intervalo contiene a p(z) (en cuyo caso se trataria de un
minimo) o si no. Sin embargo, lo que si sabemos es que:

x y
p(x) +¢’ ply) +¢

Si usamos el apartado 3, tenemos que:

() <

Como C' es convexo, si tomamos:

eC Ve >0

p(z) +¢€
p(z) +p(y) +2¢

t =

tenemos entonces que:
Tty _y x
p(x) +ply) +2  pla)+e

Usando de nuevo la propiedad 3:

y
+(1l-t)—2—€C Va,yck
( )p(y)+€ Y

p(z+y) < plz)+ply) + 2¢ Vo,y € E, VYe>0

De donde deducimos la propiedad buscada. O
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Observacion. Notemos que si C' = B(0, 1), tenemos entonces que:
) x
p(:z:):mf{a>0:—€C’}:||x|| Ve e E
o

Ejercicio 1.4.2. Sea F un espacio vectorial y C' un conjunto abierto, convexo y
que contiene al 0, parece ger que p tiene propiedades deseables para ser una norma
en E de forma que:

B,(0,1) =C

es decir, el funcional de Minkoski de alguna forma resuelve el problema de dado un
conjunto que quiero que sea la bola unidad, ;qué norma considero?.

Se pide razonar las propiedades que ha de cumplir un conjunto C' C E abierto,
convexo y que contiene al 0 para garantizar que el funcional de Minkowski de C' sea
una norma.

Teorema 1.22 (Hahn Banach, segunda versién geométrica). Sea E un espacio nor-
mado, ) # A,B C E con AN B = () ambos convexos, A cerrado y B compacto,
entonces existe un hiperplano que separa estrictamente A y B. Es decir, existen
[+ E — R lineal y continua, o € R, € > 0 de forma que:

fla)Sa—e<a<a+e< f(b) Yaec A, Vbe B
Demostracion. Sea C' = A — B, tenemos que:
» 0¢ C,yaque ANB=).

» (' es convexo, ya que A y B son convexos (se hizo en la prueba del Teorema
anterior).

s C es cerrado, ya que A es cerrado y B es compacto: sea {x,} — = € E
con z, € C VYn € N, entonces existen {a,} sucesién de puntos de A y {b,}
sucesion de puntos de B con:

T, = a, — b, VYn € N

Como B es compacto, existe una parcial {b,(,)} convergente a b € B. Si vemos
que:
To(n) = Qon) = Do) = Go(n) = To(m) T bom) YN EN

Tenemos entonces que {ay )} — £+by como A es cerrado, ha de ser z+b € A.
En definitiva:
r=x+b—-0

Conz+be Aybe B, porlo que x € C, lo que demuestra que C' es cerrado.

Como C' es cerrado y 0 ¢ C, tenemos entonces que E \ C' es abiertoy 0 € E\ C, de
donde Jr > 0 con que B(0,7) N C = (). Si usamos la primera versién geométrica del
Teorema de Hahn-Banach para los conjuntos B(0,r) y C, obtenemos un hiperplano
cerrado H = [f = a] de forma que:

f@)<a<fly) VYreC, VyeB(Or)
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es decir:
fla—b) <a< f(—rz)=—rf(z) < —r|fl YVac A, Vbe B, Vze B(0,1)
Si tomamos ¢ = 17| f||, tenemos entonces que:
fla)+e< f(b)—e VYa€e A, VbeDB
Tomando = min{f(b) : b € B} + ¢, tenemos entonces que:
fla)<PB—e<f+e< f(b) VacA VbeB
Es decir, el hiperplano cerrado H = [f = (3] separa estrictamente A y B. ]

Parece ser a priorio un Teorema mas potente que la primera version geométrica
del Teorema de Hahn-Banach, pero en dimensién infinita apenas hay conjuntos
compactos.

Corolari0_1.22.1. Sea E un espacio vectorial, F' C E un subespacio vectorial de
forma que F' # E, entonces existe f € E*, f # 0 de forma que:

flz)=0 Ve e F

Demostracion. Como F # E, tomamos 2y € E\ F y tenemos que {2} es compacto,
asi como que {zo} N F = (), con F cerrado. Ademds, como F es un subespacio
vectorial, tenemos que F es un subespacio vectorial, luego convexo. Si aplicamos la
segunda versién geométrica del Teorema de Hahn-Banach, obtenemos H = [f = «f
hiperplano cerrado que separa estrictamente Iy {zo}. Es decir, 3¢ > 0 de forma
que:

fx)<a—e<a+e< flrg) VzeF

Tenemos que f € E* asi como que f # 0 (ya que tenemos una separacién estricta
de f(xo)). Finalmente:

flz) <a< f(xg) Vo € F
Fijaremos \ € R*, tenemos que:
M(@)=f0r)<a Vo eF
= Si A > 0, tenemos entonces que:

f(z) < YA >0

> e

luego f(x) <0 Ve F.

= Si A <0, tenemos que:

f(z) > VA <0

de la misma forma, f(x) >0 Vz € F.

> e

[]
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Observacion. Notemos que el enunciado de este teorema es equivalente a:

Sea F un espacio vectorial, G C E un subespacio vectorial cerrado de E con
G # E, entonces existe f € E*, f # 0 de forma que:

flz)=0 VzxeF

Aunque esta forma de enunciarlo parezca méas sencilla, preferimos enunciarlo de la
primera forma, ya que lo que nos va a interesar del enunciado es su contrarreciproco:

Sea E un espacio vectorial y F' C E un subespacio vectorial, si Vf € E*, f # 0,
Jx € F con f(z) # 0, entonces F es denso en E.

Enunciado de otra forma mas sencilla:
Si f € E*\ {0}, si la condicién f|F = 0 implica f = 0, entonces F' es denso en E.

Acabamos de encontrar una condicion suficiente que nos permite probar que ciertos
subespacios vectoriales de un espacio vectorial son densos, mediante una idea muy
ingeniosa.

1.5. Espacio bidual

Sea E un espacio normado, habiamos ya definido el espacio E*, que probamos que
era también un espacio normado, con la norma:

IfII' = sup [(f,2)|

llzll<1

esto nos permite considerar (E*)", al que llamaremos espacio bidual de F, y notare-
mos por E**. Sera costumbre denotar a sus elementos por letras griegas, y la norma
en este espacio vendra dada por:

X[l = sup [{x, f)]
HE!

Proposicion 1.23. Sea E un espacio normado, E** contiene una copia isométrica
de E.

Demostracion. Es decir, queremos probar que existe un subconjunto de £** que es
isométrico con E, o en otras palabras, que existe una aplicacién J : E — E** que
sea lineal, inyectiva y que preserve la norma. Definimos la aplicacién

J: E — E*
T Xa

donde x, es la aplicacién dada por:

Xz: B — R
fo— {f,z)

Comprobemos primero que J esta bien definida, es decir, que x, € E**. Para ello:
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= Y. es lineal, puesto que:

= ), €s continua, ya que:

()
Ixzll = sup [xa(f) = sup [(f,2)] = ||z
HE! HE!

donde en (x) hemos usado el Corolario 1.18.3 del Teorema de Hahn-Banach.
Ademads, hemos probado que ||x.|| = ||z||, por lo que J preserva la norma.

Nos falta comprobar que J es lineal e inyectiva:

= Sean A € R, x,y € F:

(%)
J()‘x + y) = X(\z+y) — )‘X:r: + Xy = )‘J('CE) + J(Q)

donde en (x) hemos usado que:
X0at) (f) = (A2 +y) = MFo) + (L) = () +x () Ve

» Sean z,y € E de forma que J(z) = J(y), tenemos entonces que:

Opcidén 1.

0
Ja-y)=0=0=Jz-yl=lr-yll—=2-y=0

donde en (%) usamos que J conserva la norma.

Opcion 2. Supuesto que = # y, si tomamos v = x—y y consideramos G = Ruv
podemos definir el funcional lineal y continuo:

g(tv) = t|jv]

El Corolario 1.18.1 nos da la existencia de f € E* de forma que
f(v) = ||v||, pero tenemos que:

f)=fle—y)=flz) - fly) =0
por lo que v = 0, lo que es una contradiccion.
Hemos probado que F es isométrico con J(E) C E**. O

Definicién 1.13. Sea F un espacio normado, decimos que es reflexivo si la aplica-
cién J de la proposiciéon anterior es sobreyectiva.
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1.6. Dual de [,, para 1 < p < o0

Consideramos nuevamente el espacio:

b={zeRY: ) |z(n)]’ <oo}, |zl = (Z Ix(n)!”)

y estaremos interesados en calcular su espacio dual, []. Para ello, si para cada k € N
denotamos por e;, al vector que verifica:

P

1 sin=k

ek(n):(sn’k:{ 0 sin#k

claramente tenemos que e, € I, Vk € N, Vp € [1, 0o[. Consideraremos el espacio:
R™ = £({e;:i € N}) C I,

Y dado p € [1, oo[, consideraremos siempre que p* cumple que:

1
-+ —=1, pr=o0sip=1
D

Trataremos de probar que | (l,)" = [,

Proposicién 1.24. Sip € [1,00[, se verifica que:
RM) = L

Demostracion. Sea x € l,, definimos para cada n € N:

n

Sy = Zx(k‘)ek e RN

k=1

es decir, s, sera el vector cuyas n—ésimas primeras componentes coinciden con las
de z y el resto de componentes son 0:

s1 = (z(1),0,...)
sy = (x(1),2(2),0,...)
s3 = (z(1),x(2),2(3),0,...)

Es evidente que s, € R™ para cada n € N, asf como que s, (k) = 2(k) siempre que
k < n. De esta ultima observacion deducimos que:

[e.e]

(lz = sallp)” = > (lz(®)])" =0

k=n+1
por lo que {s,} — = en [,. O

Proposicién 1.25. Si 1 < p < oo, el espacio (I,)* contiene una copia isométrica

de Ly~
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Demostracion. Tomaremos y € [« y definiremos @, : [, = R dada por:
Py (z) = Zx(n)y(n) Ve el

que esta bien definida (la serie es convergente), puesto que:

reElpyel=aych y lzyll < [l

Veamos que @, es lineal, continua y que «, puesto que:

» SiAeRyux z€l, tenemos que:

O (e +2) =Y (Ax(n) +2(n)y(n) =AY w(n)y(n) + ) z(n)y(n)

= 2D, (1) + B, ()

» Para ver que ®, es continua, veamos que:

00 0o
= 2_=my(n)| < lem)lly(n
n=1 n=1

donde en (*) usamos la desigualdad de Hélder, con lo que @, es continua.

= Para la otra desigualdad, distinguimos casos:
e Para p = 1, tenemos que:
ly(n)] = [®y(en) < [[Pyllllenlly = |Pyll VR EN

de donde:
[ylloo = sup [y(n)| < [|D,]|
neN

e Para 1 < p < oo, tomamos:
z(n) = (lya)" yn  V¥neN

y razonando como en el Ejercicio 7?7 obtenemos la desigualdad:

< 19y i

A partir de eso, veamos que:

es lineal, inyectiva y que conserva la norma:
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» SiAeRyz,y €l tenemos que:

BT +y) = Pirrsy) = AD, + D, = AD(z) + D(y)
donde en (x) hemos usado que:

[e.9]

JNela) +y(m) = X3 AN)a(m) + 3 (o

=§f1> H(2) + 0y (2)

Mg

)\x—l—y

» Hemos visto ya que [|®,|| = ||y||,+ para todo y € .

» Como & preserva la norma y es lineal, tenemos que si z,y € l,» con ¢(z) =
®(y), entonces:

O0=0(x—y)=0=2@-yll=lr-yl=2=y

por lo que ® es inyectiva.

Proposicion 1.26. Si 1 < p < 0o, entonces l," es isométrico a I

Demostracion. La demostracion se basa en probar que la aplicacién ® de la Propo-
sicion anterior es sobreyectiva. Para ello, fijado f € [}, definimos:

y(n) = f(en) Vn e N

= Si p =1, escribimos:

. B 1 siylk) >0
ol =a®),  w={ L TUIZ0 wen

()l = [flea)l < fllllenll = IFIl ¥vneN

Por lo que la sucesién y estéd acotada, es decir, y € [, y tenemos que ®(y) = f.

= Sip>1, fijadon € N, tenemos que:

n n n

> (e =D (e ®) ™ = aully®) ™ flen) = f (Z ak<|y<k>|>p*—1ek>

> anllyB e = 1] (Z <ry<k>|>“’*_”p>

< I71

p

Y Z(!y(k)\)p*>p

( |y(k’)l> < [IA1 (ZI@/(@I)
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de donde:

1F1l = (Z \y(k!)p*) Vn € N
k=1

por lo que y € [,-. Tenemos que:
P, (en) =y(n) = f(en) Vn eN

de donde f(z) = ®,(r) Vo € R™. Como es un conjunto denso, han de coincidir
por continuidad en todo el espacio, con lo que:

f(z) = ®,(2) Vo el,

de donde ¢, = f

A partir de los resultados vistos en esta seccién, se propone:

Ejercicio 1.6.1. Calcular el dual de ¢q, y comprobar que es isométrico con [y.
Ejercicio 1.6.2. Calcular el dual de ¢ y comprobar que es isométrico con ;.
Ejercicio 1.6.3. Demostrar que cq no es reflexivo.

Ejercicio 1.6.4. Demostrar que [, es reflexivo para 1 < p < oo.
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2. Principio de acotacion
uniforme y T2 de la grafica cerrada

Definicién 2.1. Sean E, F' espacios normados, definimos:
L(E,F)={f:E — F: f lineal y continua}
y notaremos normalmente L(E) := L(E, E).

Proposicion 2.1. Al igual que como sucedia con aplicaciones lineales y continuas
de un espacio normado E en R, si E|F son espacios normados y T € L(E,F)
tenemos':

1. T es continua <= T es continua en 0 <= sup ||Tx| < oo
ll=lI<1

2. Si definimos:
IT]) == sup [Tell VT € L(E, F)

llzll<1

Tenemos que || - || es una norma en L(E,F).
3. Se verifica que:

|7 = mf{M > 0:||Tz| < M||z||, Vz e E}

2.1. Principio de acotacion uniforme

Con vistas a demostrar el Principio de acotacion uniforme, demostramos el siguiente
Lema:

Lema 2.2. Sean E, F espacios normados y'T € L(E, F), entonces:
sup ||Tz|| = r||T|| Veg € E, Vr >0

|z —zol|<r

Demostracién. Fijado r € RT, sean zg,y € E con ||y|| < r:

Il =7 (5 oo+ o= (o = 1) | = 170+ 0= w0

1 .
< 5 (T (o + )l + 1T (2o = y)l) < max{ [T (zo + )|, [T (xo -y}
< sup max{[|T(zo + y)l, IT(zo — )} < sup [T

lyll<r l[z—zoll<r

'Resultados andlogos que se realizan con las mismas pruebas.

45



Analisis Funcional 2. Principio de acotacién uniforme y T? de la gréfica cerrada

Si ahora observamos que:

sup [|[Tyll = r sup || Tz[| = r||T]

lyll<r ll=ll<1
Acabamos de probar que sup ||Tz| > r|T]. O
lz—zoll<r

Teorema 2.3 (Principio de acotacién uniforme, de Banach-Steinhaus). Sea E un
espacio de Banach, F' un espacio normado y F un subconjunto de L(E, F), entonces:

sup |[Tz]| < 400 Ve E — sup || T]| < 400
TeF TeF

Demostracion. Demostraremos el contrarreciproco:

sup [|T|| = o0 = sup ||[Tz|| = o0
TeF TeF

Supongamos pues que sup ||| = oo, por lo que existe una sucesién de elementos de
TeF

F, llamémosla {T,}, de forma que:
T, = 4" Vn eN
Definimos por induccién una sucesion de puntos de E:
m pp0=0€ F.

» Tomando r = 1/3, el Lema 2.2 nos dice:

2 1

1
T, > =11l > = - =||T
sup || Thz]| > 5I1T3] > 5 - 5ITal

le—zoll<3

Como 2/3 - 1/3 - ||T1]| es estrictamente menor que el supremo de la izquierda,
tenemos que no puede ser una cota superior de ||Tiz|| para x € B(zg,'/3), con
lo que Jz; € B(xg,1/3) de forma que:

2 1
T > — - —||T°
1Tzl > 5 - I 7]

= Supuesto que hemos construido hasta x,, 1, veamos como construir x,,:

Tomando r = 1/37, el Lema 2.2 nos dice que:

1 2 1
T.x|| = —|T,l| >=-=—|Tn
sup || Tzl > g ITll > 5 50 1Tl

le—2n—1ll< 5

Y por el mismo razonamiento de antes podemos encontrar x,, € B(x,_1,1/3")
de forma que:

2 1
HTnxn” > 5 an

Tl
33
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Veamos ahora que {z, } es de Cauchy. Para ello, buscamos acotar ||z, —x,|| paran,m
indices bastante avanzados. Supondremos sin pérdida de generalidad que n,m € N
con m > n, donde tendremos:

||xm - xn” = ||xm —Tm-1t+ Tm-1 — Tm—2+ ...+ Tpy1 — xn”

< ||$m - xm—IH + ||xm—1 - xm—2|| +.oo+ Hxn—s-l - an

1 1 1 1 1 1
< —+ + ...+ = — +...+ =

= 3m 3m—1 3n+1 3n | 3m—n 3
1<=1 1 1} 11
N on 2j — 2n 1~ 90 9
3 =t 3 3rl—-3 3" 2
En definitiva, tenemos que:
1 1
||mm - xn” = ||xm —Tm 1t Tm—Tymo2t...+Tp— xn” < 5 : S_n

Por lo que {z,} es de Cauchy en E, que era de Banach, por lo que {z,} converge a
cierto x € E. Observemos que:

1 1 *
—— > hm |2 — 4] @ | 1fm (T — ) || = ||z — ]|
2 3 m—ro0
donde en (%) hemos usado la continuidad de || - ||. Calculamos ahora:
2 1
[Toz|| = ||Tn(9€ = @+ T )l| Z | Tazall = | Tale = 2a)ll 2 5 - ZNTall = [ Tallllz = zal
1 1 2 1 1/4\"
n T =\5 = n - Tn 2 1 5 —
> 2 I Inlg 5 = (5 5) Tl = 5 el > 5 (5) o0
Por tanto:
sup ||Tz|| = sup ||Tx|| = o0
TeF neN
Como queriamos probar. n

Introducimos ahora una serie de Corolarios que nos da el Principio de acotacién
uniforme:

Corolario 2.3.1. Sean E,F dos espacios de Banach, sea {T,} una sucesion de
elementos de L(E, F') de forma que {T,,(x)} — T(x) para todo v € E. Entonces:

(a) ilellNDHTnll < o0,
(b) T € L(E,F).
(¢) 7] < liminf | T,
Demostracion. Demostramos cada apartado:
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(a) Dado z € E, como {T,,(z)} — T'(x), tenemos que Im € N de forma que:
T.(z) € B(T(x),1) Vn > m

Por lo que {T,,(x) : n € N} es un conjunto acotado, puesto que podemos verlo
como la uniéon de un conjunto acotado y uno finito:

{To(z) :n e N} ={T,(x) :n=>m}U{T,(z) :n <m}

En definitiva, tenemos que sup ||7,,(z)|| < oo para todo z € E, de donde
neN

aplicando el Principio de acotacién uniforme tenemos que sup ||| < oo.
neN

(b) Veamos que T': E'— F es lineal y continua:

= Es facil ver que T es lineal:

=\ lim T,(z) + lim T, (y) = \T'(z) + T'(y) Ve,ye I/
n—oo n—oo

» Para ver que T es continua podemos usar el apartado (a):

T @l < ITalllll < sup [ Taflll] - ve € B

Y como {||T.(z)||} — [|T(x)]|, tenemos que:

IT@I < swp [Tullllzll Ve e B

lo que nos dice que T' es continua.

(c) Para ver que ||T|| < liminf ||7},||, notemos que:
n—oo

IT(@))) = | M ()| = 1 |17 (@)} = Vi in | T, (@) | < T inf (17}
= sup inf (|| |l2])) = sup inf | Ty - [la]) = timinf | T, - 2] Vo€ B
keN n=k keN n=k

De donde || T < liminf | T3,].
]

Corolario 2.3.2. Sea G un espacio de Banach y B C G, si para toda f € G* el
conjunto f(B) estd acotado (en R), entonces B estd acotado.

Demostracion. Comenzamos la demostracién pensando a lo que queremos llegar,
pues asi nos sera mas facil comenzar la demostracion. Queremos probar que B esta
acotado, es decir, que existe M > 0 de forma que:

bl <M  VbeB
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Si recordamos que el Corolario 1.18.3 nos dice que:

16l = sup [£(b)]

Ifl<t

observemos que lo queremos es buscar una cota superior de |f(b)|, donde b esta fija y
f se mueve. Para ello, podemos pensar en definir ciertos funcionales Ty(f) de forma
que tras aplicar el Principio de Acotacién Uniforme obtengamos para || f|| < 1:

FO =TI < TS T < sup [T < o0

Con lo que nuestra constante M la tomaremos como sup ||7;||. Comenzando ahora
beB
con la demostracion, fijado b € B, definimos la aplicacion 7}, : G* — R dada por:

T(f)=fb) Vfed&”
Con lo que T;, € L(G*,R):
= Es claro que T} es lineal.
- T} es continua, ya que [T5(f)] = [F(®)| < bl £ Vf € G~

Como f(B) es acotado para toda f € G*, tenemos entonces que:
sup [Ty (f)| = sup [f(b)] <00 VfeG”
beB beB

Con lo que aplicando el Principio de acotaciéon uniforme tenemos:

sup || Tp]| < o0
beB

Ahora, si tomamos f € G* con || f|| < 1, buscamos usar que ||z|| = sup |f(z)]:
Ifl<t

|FO) = TTo(N)] < Nl FII < sup [|To[[|| £ < sup [| T
beB beB

Por lo que ||b]| <sup ||Tp|| < 0o Vb € B, lo que nos dice que B esta acotado. [
beB

Este tltimo corolario nos dice que si B C G* es un conjunto cualquiera, una forma
de estudiar si B es un conjunto acotado, una posibilidad es tratar de calcular su
imagen bajo cualquier funcion f € G*, que es un subconjunto de R.

Recordemos que en R™ un conjunto era acotado si y solo si cada una de sus
proyecciones es un conjunto acotado. Este Corolario hace ese papel en espacios de
dimensién infinita, que junto con el siguiente son muy utilizados.

Corolario 2.3.3. Sea G un espacio de Banach y sea B* C G*, si el conjunto:

B*(x) = {f(x): f € B}

estd acotado para todo x € G, entonces B* estd acotado.
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Demostracion. Al igual que antes empezamos por el final, pues asi nos sera mas facil
comenzar la demostraciéon. Queremos concluir que B* esta acotado, es decir, que:

Ifll<M  VfeB

para cierta constante M > 0. Para ello, si recordamos la definicién de || f]|, vemos
que:

Il = sup [f(z)|

llzll<1

donde f estd fija y movemos la x, con lo que trataremos de definir funcionales T’ (z)
de forma que para ||z| < 1:

[f @) = [Ty (@) < [ Tylllle] < T3] < sup Il

Comenzando ahora con la demostracion, para cada f € B* definimos la aplicacion
Ty : G — R dada por:

T(x) = f(z) Ve e G

con lo que Ty € G* para todo f € B™:
» Es fécil ver que Ty es lineal para cualquier f € B*.

» No es dificil ver que T} es continua para f € B*, ya que:

Ty(@)| = [f @) < [l fMl=l  Vzed

Como el conjunto B*(x) estd acotado para todo = € GG, tenemos que:
sup || Ty ()| = sup | f(z)] < o0
feB* feB*

nos encontramos en las hipdtesis del Principio de acotacion uniforme, que nos dice
que entonces:

sup [[Ty || < oo
feB*

en cuyo caso, si ||z|| < 1, entonces:

[f (@) =T ()] < | Tyl < ITrlF < sup 1Tyl VfeB

con lo que:
I/l = sup [f(x)] < sup [[Tf]|  Vfe DB
flzll<1 feB*
de donde deducimos que B* esta acotado. O
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2.2. Otra demostracion del Principio de acotacion
uniforme

Repetiremos ahora la demostracion del Principio de acotaciéon uniforme de otra
forma, usando el Lema de Baire, un resultado clasico que nos da de forma no muy
complicada la demostracion del Principio.

Lema 2.4 (de Baire). Sea X un espacio métrico completo, sea {X,} una sucesion
de subconjuntos de X todos ellos cerrados y con interior vacio, entonces:

Int (U Xn> =
neN

Demostracion. Tomaremos O,, = X \ X,, para cada n € N, con lo que O,, es abierto
y denso para cada n € N, ya que:

0, =X\ X,=X\IntX,=X\0=X VneN

Y la prueba terminard probando que G = () O, es denso, ya que en dicho caso
neN
tendremos:
X=G=()0,=[X\X,=X\[JX,=X\Int (UXn>
neN neN neN neN

de donde podremos deducir que Int ( U ) X,, = (0. Para probar que G es denso, sea
neN
w un abierto no vacio de X, tenemos que probar que w NG # (). Como w es abierto,

dado xy € w podemos encontrar ry > 0 de forma que:
B(zg,79) Cw

Tras esto, como O; es abierto y denso, podremos elegir x1 € B(xg,79) NO1 yr1 >0
de forma que:

B(ZEl,Tl) C B({Bo,To)ﬂOl Yy 0<mr <%

De forma inductiva, como cada O,, es abierto y denso, seremos capaces de encontrar
dos sucesiones: {x,} de puntos de X y {r,} de reales positivos de forma que se
cumpla:

B(xpi1,mn11) C By, 1) NOpy1 y 0< 1y < %n Vn e NU{0}

Veamos que {z,} es de Cauchy. Para ello, sean n,m € N con m > n, tendremos
que:

T € B(Xpm_1,"m-1) C ... C B(xp, 1)
2

Tn—1 T'n— To
rn < 5 < 2 <...<2—n
Por lo que:
To
|Tm — xn|| <10 < on
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de donde deducimos que {z,} es de Cauchy en X, y como X era completo, existe | €
X de forma que {z,} — [. Finalmente, como z,, € B(x,,r,) para n,p € NU {0},
tomando limite cuando p — oo obtenemos que:

[ € B(xp,m) Vn e NU{0}
En particular, [ € wNG, por lo que G es denso, lo que concluye la demostracion. [

Cabe destacar que una de las formas en las que mas se utiliza el Lema de Baire es
mediante su contrarreciproco:

Sea X un espacio métrico completo, sea {X,,} una sucesion de subconjuntos de X
todos ellos cerrados, entonces:

Int(UXn>7é® —  IngeN:Int(X,,)#0

neN

Ahora, volveremos a demostrar el Principio de acotacién uniforme usando el Lema
de Baire.

Teorema 2.5 (Principio de acotacién uniforme). Sea E un espacio de Banach, F
un espacio normado y F un subconjunto de L(E, F), entonces:

sup |[Tz]| < 400 Ve E — sup ||T]| < o0
TeF TeF

Demostracion. Suponiendo que indexamos nuestra familia mediante un conjunto I:
F ={T;}icr, definimos para cada n € N:

Xp={zeE:|Tiz| <n, Viel}
que verifica:

= X, es cerrado para cadan € N, ya que si tomamos {z,,} una sucesién de puntos
de X, convergente a x € F, tenemos entonces que ||T;z,,|| < n para cada
m € N. Usando que || - || y que T; son las dos funciones continuas obtenemos
que:
[ Ti| <

con lo que x € X,,.
» Usando que sup |Tx|| < oo, sabemos entonces que existe M € N de forma que
Te

| Tx|| < Mparatodoa:GEyTEJ: con lo que X, = E, luego:
Ux.=E

Como E es abierto y es un espacio vectorial, tenemos que Int £ = E # (). Por el
Lema de Baire tenemos que existe ng € N de forma que Int(X,,) # 0, lo que nos
permite tomar xy € E y r > 0 de forma que B(xg,r) C X,,, lo que nos dice por la
definicion de X,,, que:

| Ti(zo +72)|| <no  Viel, Vze B(0,1)
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COINo.

no 2 | Ti(zo + r2)|| = [|Ti(r2)[| — [ Ti(zo)l| = rlITi(2)]] < no + [|Ti(w0) ]l
Viel, Vze B(0,1)

tendremos:

| Till < mo + || T(zo) || < mo + sup [|T(z0)|| < oo Viel, Vze B(0,1)
TeF

de donde concluimos que sup ||T]| < oo O
TeF

2.3. Teorema de la aplicaciéon abierta

Ejercicio 2.3.1. Sean XY dos espacios de Banach, T € L(X,Y), definimos para
cadan € Ny para cada y € Y:

Yl == mf{||u|| +n|jv]:ve X,v €Y cony=T(u)+ v}
Probar que || - ||, es una norma en Y para todo n € N, que verifica:
[ylln <nllyl vyeV

Ademas, si y = T(z) con x € X, entonces:

1yl < [l

Veamos en primer lugar que || - ||, es una norma en Y para cada n € N. Para ello,
fijaremos n € N y veremos las propiedades de una norma:

» Para la no degeneracién, supongamos que y € Y con ||y||, = 0. Por definicién
del infimo, existen sucesiones {u,,} de puntos de X y {v,,} de puntos de Y de
forma que:

{lluml] + nllowll} =0  y=T(um) +vm  ¥YmeN
como ||ty ||, ||vm| = 0 para todo m € N, tenemos entonces que:
{lumll}; {lvml[} =0 = {um}, {vm} =0
usando ahora que y = T'(u,,) + v, para todo m € N, observemos que:
{T(tp) +vm} —0
donde hemos usado que 7' y la suma son continuas, con lo que y = 0.
= Para la homogeneidad por homotecias, sean A€ Ry y € Y:

(MYl = mEFA|lull + nlfoll) - v € X;v €Y con y = T(u) + v}
= If{|| | + n|]|\v|| v € X,v €Y cony =T(u)+ v}

:inf{\|u|]+nHvH:uGX,vEYcony— <> }
= mf{||ul]] + n|jv|| : v € X,v €Y con Ay =T(u) + v} = || \y||»
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= Finalmente, para la desigualdad triangular, sean y;,y, € Y, para todo € > 0
tenemos por la caracterizacion del infimo que existen uq,us € X, v1,v9 € Y
de forma que:

€ .
yi=T()+vi vy |ul +nfull <lull+5  ¥ie{l2}
de donde y; +yo = T'(u1) +v1 + T'(uz) +v9 = T(uy + uz) + v1 + ve, por lo que:

s + well < s+ usll + nllor + vall < eaall + nlfonl + flug ) + oz
<yl + llyall +6 - Ve>0

En definitiva, hemos probado que ||y1 + ya|| < |ly1|| + ||v2||-
Fijado n € N, sea ahora y € Y, tomandou=0¢€ X yv =y €Y, tenemos que:
y=0+y=T(u)+v

por lo que:
[Ylln < l[ull + nllvll = »]lyll

Si tenemos ahora que y = T'(z) para x € X, podemos tomaru =z € X yv=0€Y
con lo que:

por lo que:
[ylln < lJull +nllvf] = fl|

Ejercicio 2.3.2. SiT : X — Y es una aplicacién lineal entre dos espacios normados:
T es abierta <= 30 >0: B(0,0) C T(B(0,1))

Teorema 2.6 (de la aplicacién abierta).
Sean X,Y espacios de Banach, sea T € L(X,Y) sobreyectiva, entonces T es una
aplicacion abierta.

Demostracion. La demostracién se completa en dos pasos:

Paso 1. Veamos que 3r > 0 de forma que B(0,r) C T(B(0,1)):

Consideramos en Y la norma:
[ylln = mf{[Jul| + nlv]|:y =T(w) +v,ue X,veY}  VyeY, VneN
Que abreviaremos por:

n= Inf u|| + nllv
lolla = _nt  {Jul + nllo])

Cuyas propiedades fueron vistas en el Ejercicio 2.3.1. Consideramos ahora Z
como el espacio de todas aquellas sucesiones casi nulas? {z,} de puntos de Y.
Consideraremos en dicho espacio:

[{zn oo = IT?S\}I( (I {2} €7

2Es decir, con un ntmero finito de términos no nulos.
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Para cada n € N, definimos la aplicacién

T.:' Y — Z
y — T,(y)

dada por:
To(y) = {0nx - Y}ren

donde usamos la ¢ de Dirichlet:
P 1 sik=n
T 0 sik#£n
Veamos que T,, € L(Y, Z) para cada n € N. Para ello, dado n € N; vemos que:

= Es lineal, ya que si y1,y2 € Y

To(yr + y2) = {0nk - (Y1 + vY2) tren = {Onk - Y1 + Onk - Yo fren
= {5n,k : yl}keN + {5n,k : y2}k€N = Tn(yl) + Tn(yz)

» Para ver que T, : (Y, ]| -]]) = (Z,] - |loc) €s continua:

T3 low = - eerlo = mis [
()
M4 . = <
max(Gu - yl) = Iyl < ollyl - ¥y €Y

donde en (x) hemos usado el Ejercicio 2.3.1.

Veamos ahora que para cada y € Y, la sucesién {7,,(y)} estd acotada. Para
ello, sea y € Y, como T es sobreyectiva dx € X de forma que T'(x) = y, con
lo que:

()
ITa(W)lloe = llylln < llzfl ¥VneN

donde en () hemos vuelto a usar el Ejercicio 2.3.1. Aplicando el Principio de
acotacién uniforme, tenemos que {||7,,||} estd acotada, es decir, existe M > 0
de forma que:

1T <M ¥YneN

con lo que:
[yl = 1Ta@)lle < Mllyll  VyeY

Sea y € B (0,1/m), queremos deducir que y € T(B(0,1) :

M
n = Inf u|| +nllv]|} <M <—=1 VneN
lolln = _nt  {Jul+nlloll} < Ml < 7

Como el infimo de dicho conjunto es menor que 1, han de existir sucesiones
{um} en X y {v,,} en Y de forma que:

y =T (Up,) + Ny, lumll + nl|lom]] <1 ¥YmeN
Fijado n € N, tenemos entonces que:

lumll, nl|lvm] <1 VYm e N

55 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisis Funcional 2. Principio de acotacién uniforme y T? de la gréfica cerrada

luego ||vm|| < /n para todo m € N. Ahora:

T(un):T(un)%—vn—vn:y—vn(jy

donde en (%) usamos que ||v,,|| < 1/n. Observamos ahora que u, € B(0,1) y
que v, — 0, por lo que ha de ser y € T(B(0,1)). Tomando r = /M tenemos
el paso 1.

Paso 2. Veamos ahora que B (0,%) C T(B(0,1)).
Sabemos del paso 1 que 3r > 0 de forma que B(0,7) C T(B(0,1)), con lo que:

B(O,;—n> - 2%8(0,7*) C %WZT@ (02%)) Vn e N

s Para n = 1 tenemos:

r 1
£;<07_> T\B O,—
)er(s(03))
por lo que siy € B (O, g), tenemos entonces que existe 1 € B (O7 %) tal
que® |ly — T'(z1)| < 2, de donde y — T'(z1) € B (0, %)

s Paran=2:
T 1
B (0§> cT (B <0,?>)

= En definitiva, hemos obtenido z, € B (0, %) tal que:

y— > T(x)

<

Vn e N (2.1)

r
2n+1

Con lo que:
=1

Sl < 5 < o0
n=1

n

Por lo que la serie ) x, es convergente en norma, y como X es de Banach,

n>1
tenemos que Y x, es converegente, a cierto x € X. Ahora:
n=1
o oo
1
ol <D llaall <30 o =1
n=1 n=1

De la ecuacién (2.1) obtenemos que:

Y Tl =y

3Esta distancia podemos acotarla tanto como queramos.

56 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisis Funcional 2. Principio de acotacién uniforme y T? de la gréfica cerrada

Finalmente:

B oo B ) n (i) ) n
T(x)=T (Z xk> =T (7}1_)11(;102@) = 7}1_)121071 (Z mk>
n=1 k=1 k=1
= lim D T(wn) =) T(wx) =y
k=1 n=1
donde en () usamos que T es continua. En defintiva, hemos probado que
y € T(B(0,1)), ya que [z < 1.
]

Corolario 2.6.1. Sean E y F dos espacios de Banach y sea T € L(E, F) biyectiva,
entonces T~1 es también continua.

Demostracion. Por el Teorema de la aplicacién abierta tenemos que T es abierta
Opcién 1. Deducimos que T es un homeomorfismo, luego T~ es continua.

Opcion 2. Sea U C E abierto, observamos que:
(T (U) = T(U)

y como T es abierta concluimos que T'(U) es abierto, con lo que T~! es conti-
nua.

]

Corolario 2.6.2. Sea E un espacio vectorial con normas ||-||1 y || - ||2. Supongamos
que E es de Banach para ambas normas y que existe una constante C' = 0 de forma
que:

[zl < Cllzfly Ve e E

Entonces, las dos normas son equivalentes, es decir, existe una constante ¢ > 0 de
forma que:
ol <cllells  VeeE

Demostracion. Sea T : (E, | - ||1) — (E,| - ||2) dada por T'(z) = z, tenemos clara-
mente que T es lineal, asi como que:

IT(@)2 = llzll: < Cllzly Ve e £

por lo que T es continua. Es claro que también T" € L(E, E) es biyectiva, con lo
que por el Ejercicio anterior tenemos que 7! es también continua. Es obvio que
T (E,| - ]l2) = (E,| - |l1) viene dada por T~!(z) = z. Es claro que se verifica la
igualdad:

Il =T @)l < IT7H[l2ll: Ve eE

Por lo que tomando ¢ = ||T7!]| se tiene el resultado. O

Por tanto, si tenemos dos normas completas, es suficiente comprobar una desigualdad
para obtener la otra que nos demuestra que las dos normas son equivalentes.

o7 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisis Funcional 2. Principio de acotacién uniforme y T? de la gréfica cerrada

2.4. Teorema de la grafica cerrada

Sea T : E — F una aplicaciéon continua con F,F espacios normados, sabemos
entonces que Gr(T) es cerrado en E x F.

Demostracion. Sea {(x,,T(x,))} una sucesién de elementos de Gr(7T') convergente a
un elemento (z,y) de E' x F', tenemos entonces que {x,} — = y como 7' es continua,
deducimos que:

y < {T(2n)} = T(x)

Por lo que y = T'(z), de donde (z,y) € Gr(T), luego Gr(T) es cerrado. O

Teorema 2.7 (de la Grafica Cerrada). Sean E,F dos espacios de Banach y sea
T : E — F una aplicacion lineal. Si Gr(T) es cerrado, entonces T es continua.

Demostracion. Definimos una nueva norma en F, que depende del funcional T
[zllr = llzlle +Tzllr  VeekE
Que es una norma:

» Sea A € R, x € E, usando que T es lineal:

IAzllr = IAzlle + [[T(A2) | = [Al([2]l2 + 1T (@)llr) = [Alll]lr

= Tenemos que:

2]z =0

— =0
Tz =0 ‘

lallr = 0 <= Jlalls + [Tallr < {

m Sixy, 20 € B

21 + zollr = o1 + 2llz + 1T (21 + @)l < ll2alle + l2alle + [ T2illp + [ T2 ¢

= |21z + [J22|7

Ademas, (E,|| - ||7) es completo. Para ello, si {z,} es una sucesién de puntos de £
de Cauchy para || - ||, entonces:

Ve>03dng e Nin,m = ng = ||z, —xnllr <e¢
Como:

|20 — Zmll &

Tn — Tl = |20 — 2|l + || T(20 — T =
H e =1 o+ 1T — 2l { 1T — 2ol

Por lo que {x,} es de Cauchy para || - ||g en E'y {T(x,)} es de Cauchy en F. Como
ambos son espacios de Banach, existe v € E'y y € F' de forma que:

len =g =0 [|T(zn) —yllr =0

Como (z,,Tx,) € Gr(T) para todo n € N, tenemos entonces que {(xn,Tz,)} es
una sucesion de puntos de Gr(T) convergente a (z,y). Como por hipétesis Gr(T)
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es cerrado, tenemos entonces que (z,y) € Gr(T'), por lo que y = T'(z).

Tenemos por tanto que ||z, — z||g, | Tz, — Tz||r — 0, de donde:
[0 = 2llz = [l2n — 2|z + | T2 — Txl|[r — 0
Por lo que {x,} es convergente para || - || a z, de donde (F, || - ||r) es completo.

Observemos ahora que ||z||g < ||z||r para todo x € E. Como las dos normales son
completas, tenemos por el Corolario 2.6.2 que son equivalentes. Tenemos entonces
que existe k > 0 de forma que:

[zl = llzlle + T|lr < kllzllz  VzekE
de donde k > 1, con lo que:
[Tz|[p < (k=1)lzllp  VzekE

Por lo que T es continua en E. ]
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3. Topologias Débiles

3.1. Topologias iniciales

Trabajaremos sobre un conjunto X y una familia de espacios topolégicos {Y;}icr
junto con una familia de aplicaciones ¢; : X —Y;, Vie [.

Observamos que si consideramos en X la topologia discreta:
ﬂizi{/1:/1C:)(}

tenemos que g; es continua, para todo ¢ € I. Sin embargo, hemos sido “muy brutos”
al considerar esta topologia sobre X. Nos preguntamos por definir alguna topologia
en X que haga que todas las funciones de la familia {®;}ic; sean continuas con el
menor nimero de abiertos.

Observacion. Observemos que como pretendemos que las funciones p; sean conti-
nuas, necesitaremos que esta topologia 7 buscada verifique que:

7D {©; }(w;) : w; es un abierto de Y;, Vi € I}
De esta forma, el problema podemos reformularlo como:

Dado un conjunto X y una familia & = {Uy C X : A € A}, buscar la topologia 7
con menor cantidad de abiertos de forma que U C 7.

Para ello, si pretendemos que los Uy estén en 7, estos seran abiertos, luego toda
interseccién finita de ellos lo seguira siendo, con lo que la interseccion finita de los
conjuntos Uy también tiene que seguir estando en 7. Es decir, si consideramos:

V:{V:ﬂUAi:Al,...,)\neA, neN}
=1

Tenemos que U C V, y nos preguntamos si V' es una topologia. Observamos:

= Primero, que V es estable por intersecciones finitas.

= Sin embargo, la familia no es cerrada por uniones arbitrarias de elementos del
conjunto.

Para solucionar el segundo problema, consideramos:

{UVn:Vnev,AOCA}

n€ho

Y tenemos que la topologia mas pequena que buscamos debe contener este conjunto.
Se demuestra que este conjunto es, de hecho, una topologia.
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Observacion. Observemos que el vacio es resultado de una unién vacia.
Sin embargo, faltaria unir el total.

., Cémo se forma una base de entornos de dicha topologia en X7
Resulta que una base de entornos es:

{ﬂw;l(%) : Vi entorno de p;(z) € Y;, JCI ﬁnito}
ieJ

Se verifica que el conjunto es una base de entornos.

Aunque no conozcamos en profundidad la topologia (puesto que no hemos dado
de forma explicita quiénes son sus abiertos), es sencillo en ocasiones probar cier-
tas propiedades topoldgicas, usando para ellos las dos proposiciones siguientes, que
nos permiten comprobar propiedades sobre la topologia inicial sin tener que usar-

la, sino tratar de buscar problemas equivalentes realizando composiciones con las
aplicaciones ¢; de la familia que nos da la topologia inicial.

Proposicién 3.1. Sea (X, 7) con 7 la topologia inicial asociada a una familia de
aplicaciones {@;}icr, sea {x,} una sucesion de puntos de X yx € X:

{zn} =2 = {vilz,)} = pilz) Viel
Demostracion. Por doble implicacion:

=) Para cada i € I, 7 hace que ¢; sea continua, por lo que:
{za} = 2 = {pi(zn)} = @i(2)

<) Si consideramos un entorno U de x, este ha de contener un entorno de la base
de entornos, luego existe una familia finita {V;};c; de entornos de ¢;(x) en
cada Y; con ¢ € J de forma que:

~1
W= m ¢; (Vi)
ieJ
es un entorno basico contenido en U. Observemos que para cada i € J tenemos:

wi(z) € Vi

{soxxn)}wi(x)} #i(2n)

Sin embargo, como J es finito, podemos tomar N = mé:]x N; y tendremos que:
1€
n>N= pi(z,) €V, VieJ
de donde:
v, €W =o' (Vi) CU ¥n>=N
ieJ

Por lo que {z,} — =.

[]
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Por lo que conociendo la convergencia de las sucesiones en los espacios Y;, estudiar la

convergencia de X con la topologia inicial se reduce a estudiar las convergencias de

sus imagenes por ¢;, esto hace facil trabajar con sucesiones en la topologia inicial. Sin

embargo, no todos los conceptos topoldgicos se pueden caracterizar por sucesiones.
Otra propiedad ttil de las topologias iniciales es la siguiente:

Proposicién 3.2. Sea (X, 7) con 7 la topologia inicial asociada a una familia de
aplicaciones {@;}icr. Si Z es un espacio topoldgico y tenemos una aplicacion entre
espacios topologicos 1 : Z — X, entonces:

Y es continua <= ;o : 4 — Y; es continua Vi € I

Demostracion. Por doble implicacion:

—) Siv¢: Z — X es continua, 7 hace que cada ; sea continua, por lo que @; o ¥
es continua.

<) Para esta, tenemos que si U € 7, entonces podemos escribir:
U= U ﬂ ©; 1(%‘)
J
para ciertos conjuntos abiertos w; de Y;, de donde:

=JN¥ et (w Uﬂ 0 ;) (wi)

como la interseccion finita de abiertos en Z es un abierto de Z y la unién
arbitraria de abiertos de Z también lo es, tenemos que ¢~ *(U) es abierto en
Z, para cada U € 7, por lo que ¥ es continua.

]

Y la idea es la misma de la Proposiciéon anterior: aunque no conozcamos con exac-
titud los abiertos de la topologia inicial, estudiar las funciones continuas Z — X se
reduce al problema de estudiar la continuidad de cada una de las funciones resul-
tantes con componer con ¢;, obteniendo funciones Z — Y;. Este procedimiento hace
que sea muy facil comprobar qué aplicaciones Z — X son continuas.

3.2. Topologia débil

Sea (E,|| - ||g) un espacio normado, tenemos ya sobre E una topologia, la asociada
a la norma || - || g, que denotaremos a veces por 7j.|,. Definiremos sobre este espacio
E otra topologia:

Definicién 3.1 (Topologia débil de un espacio normado). Sea (E, ||-||z) un espacio
normado, definimos la topologia débil en E como la topologia inicial en E que hace
que todas las aplicaciones de la familia E* sean continuas, y denotaremos a esta
topologia por o(F, E*).

Observacion. Observaciones que hay que tener en cuenta al trabajar con o(F, E*):
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» La notacién o(FE, E*) hay que pensarla como la “topologia débil en E es la
topologia inicial en E' que hace continuos todos aquellos elementos de E*”.

» Tenemos Yy = R para cada f € E*, donde tomamos como conjunto de indices
I =FE"

= Observemos que:
U(E, E*) CTs
Ya que toda aplicacién f € E* es continua en 7., y o (£, £*) es, por definicién

de topologia inicial, la topologia mas pequena que hace que las aplicaciones
de E* sean continuas.

Destacaremos a continuacion propiedades destacables de la topologia débil de un
espacio normado E, donde siempre que hagamos referencia o(F, E*), estaremos
trabajando sobre un espacio normado E arbitrario.

Proposicién 3.3. o(E, E*) es Hausdorff.

Demostracion. Sean xq,xy € E distintos, tomamos:

A= {1}, B = {xy}

que son dos conjuntos convexos, disjuntos y cerrados para 7j.,, 1o que nos permite
aplicar la segunda versién geométrica del Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.22),
obteniendo f € E*\ {0} y @ € R de forma que:

(f,r1) <a < (f x9)
de donde tomando:

v, €0 :={zcE:{f,r)<a}=f"(]-o0,al €c(E,E")
Ty €Oy:={z € E:(f1)>a}=f"a +x|) €0o(E,E*)

Tenemos que ©1,0, son disjuntos entre si, con lo que nos dan la condicién de
Hausdorff que buscabamos. O

Veamos ahora una base de entornos en o(F, E*), aplicando el procedimiento que
hicimos anteriormente al construir la topologia inicial.

Proposicién 3.4. Dado xo € E y f1,..., fr € E*, tenemos que:

1.V =V(fi,....frse) ={x € E: [{(fi,x —xp)| <e, i€ {l,...;k}} es un
entorno de xy en o(E, E*), para todo € > 0.

2. Ademas, ¥V = {V (f1,..., fr;€) 1€ >0, fi,..., fx € E*} es base de entornos
de g en o(E, E*).

Demostracion. Veamos cada apartado:
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1. Si definimos:
ai:(fi,m0> VZE{L,]{?}
dado € > 0, tenemos que:

|(fi» ) — (fi,0)| < € <= (fi,x0) — € < (fi,x) < (fi,w0) +¢€

que a su vez equivale a:

x e i ((fi,x0) — &, (fi x0) +¢)
Por lo que podemos escribir:

k

V = m fi_l(a,- — &,a; + 6)

=1

como f; es continua para la topologia débil, el conjunto V ha de ser abierto
para o(E, E*), y g € V, por lo que V es un entorno abierto de z.

2. Para ver que es base de entornos, si tomamos U un entorno abierto de xy en
o(E, E*), tenemos entonces que existe un entorno de la base de entornos de
o(E, E*), luego existen fi,..., fr € E* de forma que:

como V; es un entorno de f;(xo) en la topologia usual en R, ha de existir € > 0
de forma que:

[fi(wo) — €, fi(wo) +e[CV;  Vjie{l,... k}
de donde:

k

V(fi,....fue) () f; (V) cU

j=1
O

Esta proposicion nos permite, tomado x € E y U un abierto de x, han de existir
fis--oy f € E¥ y € > 0 de forma que:

reV(fi,...,frse) CU

Ejercicio 3.2.1. Probar que dimFE < 0o = o(E, E*) = 7|,

Si dimFE < oo, E ha de ser isométrico a RV, para N = dimF, y tenemos que:
E*={f: E — R de forma que f es lineal}

Nos preguntamos ahora por la topologia que hace que todas estas sean continuas.
Si tomamos {x, } una sucesién de RY Y x € RY, tenemos que:

(e} Do = {f2)} = fz) VfeE
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Ademads, una base de E* es {m,...,mn}, donde 7; es la proyeccién en i—ésima
coordenada, de donde:

{f@n)} — f(z) Vf € B <= {2,(0)} = {m(azn)} — mlx) = (i) Vie{l,... k}

y esta ultima condicién es equivalente a decir que {z,} converge a x con la norma
de E.

Resumimos en la siguiente proposicién cada una de las relaciones entre las conver-
gencias de sucesiones en los distintos espacios topolégicos que manejamos. Antes de
ello, introducimos la siguiente notacion:

Notacién. Si (FE,|| - ||[g) es un espacio normado, consideraremos sobre él habi-
tualmente dos topologias posiblemente distintas (por lo que obtendremos distintas
convergencias de sucesiones):

e Y o(E,E)

Si tenemos una sucesion {x,} de puntos de E y un punto xz € F, serd costumbre
para nosotros:

» notar por “{z,} — 2” si la sucesiéon {x,} es convergente en 7)., al elemento
x, diciendo en alguna ocasién que la sucesion {x,} “converge” o que “converge

fuertemente” al elemento z.

= notar por “{x,} — z” silasucesion {z,} es convergente en o(E, E*) al elemen-
to x, diciendo en alguna ocasién que la sucesién {z,} “converge débilmente”
al elemento z.

Todavia no esta del todo claro la relacién entre estas dos convergencias distintas
de sucesiones de puntos de F, que aclararemos en la siguiente Proposicién, pero ya
podremos hablar de convergencia de sucesiones de puntos de F de forma céomoda,
sin confundir en ningiin momento la convergencia de o(E, £*) con la de 7.

Proposicién 3.5. Sea E un espacio normado y {x,} una sucesion de puntos de E:
1 A{x,} —~ <= {{f,zn)} = (f,x) VfeFE*
2. {z,} = v = {z,} — =
3. {xn} — v = {||z.||} acotada y ||z|| < lminf ||z,].

4. Tenemos:

G107 = s > v

Demostracion. Demostramos cada una de las propiedades:

1. Es la Proposicion 3.1 pero usando la notacion para la topologia débil de F.
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2. Si tenemos {x,} — x, entonces para f € E*:
[(fsn = )| <[fllllen —2ll  VneN

y como ||z, — z|| = 0, deducimos que (f, z,, — z) — 0, luego tenemos que:

What = ({f,x) Vfek”
y usando 1 tenemos que {z,} — x.

3. Tomamos B = {z, : n € N}, que verifica para f € E*:

f(B) = {{f,xn) : n € N}

Como {z,} — z, el apartado 1 nos dice que f(B) es acotado, Vf € E*. Por el
Corolario 2.3.2 deducimos que B es acotado, es decir, que {||z,||} estd acotada.

Para la segunda parte, si tomamos f € E*, tenemos que:
[(frand)l < fllllznll VR eN
si tomamos limite inferior:

(f,xz) = lm (f,z,) = Uiminf(f, z,) < || f]| iminf ||z, || VfeL”
—00

n

En particular, si tomamos || f|| = 1, tenemos que:
] = Sup (f ) < I fl Mo inf [z, || = 1 inf [z,
fll<1

4. Estudiamos la diferencia:

[(Frs ) = ()| < [{fn = fran) |+ [{f, 20 — 7))
<o = fllllenll + [Cf, 20) = (fr2)] VR €N

Y tenemos que || f, — f|| = 0, que {||z,||} estd acotada, y que (f,x,) — (f,x),
de donde deducimos que [{fy, x,) — (f,z)| = 0.

]

Para entender mejor el punto 3 de esta Proposicion, introducimos el siguiente con-
cepto:

Definicién 3.2. Sea (E,7) un espcio topoldgico, sea f : (E,7) — R una apliccién,
decimos que la funcion f es secuencialmente semicontinua inferiormente si se cumple
que:

{z,} = 2 = f(z) <liminf f(z,)

Notemos que sabiamos que la aplicacién

-1 (B 7)) = R
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es continua. Sin embargo, en vista de la Proposiciéon y la Definicion anterior, sabemos
que la aplicaciéon

-1 (B, o(E, E7)) = R

es secuencialmente semicontinua inferiormente.

Nos preguntamos ahora por el recicproco de la propiedad 3, si tenemos una sucesion
{||zn||} acotada con {x,} una sucesién de puntos de E, jserd cierto que {z, } — z7 La
respuesta a esta pregunta es rotundamente negativa, pues sabemos que en dimensiéon
finita o(E, E*) = 7)., ¥ sabemos de la existencia de sucesiones acotadas que no
son convergentes en cualquier espacio normado N —dimensional.

Sin embargo, si recordamos el Teorema de Bolzano-Weierstrass, en todo espa-
cio normado /N —dimensional siempre que tenfamos una sucesion acotada podriamos
extraer una parcial suya convergente. Veremos proximamente que una propiedad
similar a esta se cumple en la topologia débil de E, lo que nos permitira llegar a un
Teorema que relacione los conjuntos compactos de o(E, E*) con los conjuntos cerra-
dos y acotados, brinddndonos un espacio topoldgico con una cantidad abundante de
conjuntos compactos, cosa que no sucede en 7)., cuando la dimensién del espacio
E no es finita.

Esta propiedad de o(FE, E*) es totalmente natural, pues al considerar como
o(E, E*) la menor topologia sobre E que hace que las aplicaciones de E* sean
continuas lo que estamos haciendo es eliminar de 7)., abiertos que no nos interesa
considerar en ciertos momentos, haciendo mas facil que un conjunto sea compacto,
pues cuantos menos abiertos contenga una topologia mas facil sera que un con-
junto sea compacto, por la propia definicién de conjunto compacto en un espacio
topoldgico general.

68 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

	El Espacio Dual
	Repaso
	Ejemplos

	Espacios de Lebesgue
	Desigualdades importantes
	Definición de los espacios de Lebesgue
	Más ejemplos de espacios de Banach

	Espacio dual
	Espacio dual de un espacio de Hilbert

	Teorema de Hahn-Banach
	Versiones geométricas del Teorema

	Espacio bidual
	Dual de lp, para 1p <

	Principio de acotación uniforme y Tª de la gráfica cerrada
	Principio de acotación uniforme
	Otra demostración del Principio de acotación uniforme
	Teorema de la aplicación abierta
	Teorema de la gráfica cerrada

	Topologías Débiles
	Topologías iniciales
	Topología débil


